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INTRODUCTIO. 


uo amplior eft fcientiae alicujus ambitus, & quo uberiores gravioresque 
funt ejus applicationes; eo magis neceffarium eft principiis certis ac di¬ 
lucidis ipfam fuperftruere, & confequentiarum cum principiis nexum ab omni 
dubio ac difficultate tutum atque immunem praeftare. Priorem praerogativam 
doftrinis mathematicis competere in confeffo eft; ut altera gaudeant, qui eas 
meditantur atque exponunt, debent curare. Mathematici veteres, methodi 
rigorofae, qua ipforum opera nitent, fedulo tenaces, exemplar nobis praebue¬ 
runt modi in fcientiis his ftabiliendis atque explicandis adhibendi, ut nomen 
exa&arum mereantur. Recentiores, ftadium ab antiquis panfum ingrefti, ve- 
lligiis ipforum non femper inftiterunt; neque progreffus fuos omnino ad nor¬ 
mam ab illis conftitutam compofuerunt. Speciatim veteres quantitatem fem¬ 
per, notioni ipfius conformiter, tanquam augmenti & decrementi capacem, 
proinde ut ineptam recipiendo ultimo cuidam magnitudinis vel parvitatis ter¬ 
mino, confiderarunt. Recentiores contra, quantitatem in utroque hoc ftatu ex¬ 
tremo ratiociniis & calculis fubjici poffe rati, quantitates (etiamnum fic di- 
ftas) infinite magnas & infinite parvas adoptarunt; peculiaremque effinxerunt 
infiniti fcientiam, cui partes mathefeos fundamentis folidioribus nixae opitu¬ 
lentur quidem, fed quae ab illis fit tam objefto, quam principiis diverfa: quo 
audaci conatu doftrinas ab antiquis transmiffas mirifice auxerunt. 

Difficultas, vel impoffibilitas potius ftatus illos quantitatis (etiamnum fic 
di&ae) definiendi impofiibilitatem prodit exiftentiae eorum & conceptus, quo 
apprehendantur. Non aggrediar hoc loco definitiones, quae propofitae a variis 
fuerunt, difcutere. Interim afferere aufim, eas vel contradiftiones implicare, 

♦ quae 
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quae dubiis obnoxias reddant confequentias ex ipfis deduftas; vel adeo vagas 
efle & indeterminatas, ut juxta eas nonnifi propemodum ac relate ad propofi- 
tum quendam fcopum peculiarem vera effent, quae per analyfin, quam vocant, 
infinitefimalem eruerentur. 

Sententiam hanc de indole flatuum illorum quantitatis profiteri mihi vifa 
eft illuftris Academia fcientiarum Beroiinenfis in Programmate, quo theoriam 
infiniti mathematici pnemio ab fe anno 1786. condecorandam promulgavit. 
Quare ab fcopo ipfius alienum haud fore exiftimavi, fi mathefin infinito carere 
polfe oflenderem, vaftifiimamque ac maxime fublimem ejus partem ad eadem 
principia reducerem, quibus veterum inventa nituntur; quorum vero vel 
opem recentiores plerique juflo vilius penderunt, vel foecundati nimium diffifi 

funt. . . 

Evincere igitur inflitui: methodum exhauflionis feu limitum ab antiquis 

excultam, & in Euclidis prsefertim atque Archimedis, quas ad nos perve* 
nere, fcriptis traditam, fi congruenter extendatur, novorum calculorum prin¬ 
cipiis folide ac dilucide ftabiliendis fufficere. Honor, quem illuftris Academia 
conatui meo detulit, utilem eum effe mihi fe rfuafit; atque ad objeaum hoc 
arduum novis curis tra&andum, Differtationemque & tempore nimis brevi & 
loco minus commodo confcriptam perficiendam me exftimulavit. 

Scriptum meum, quod novum appellare polfe credo, juris publici eo con¬ 
fidentius fac‘10, quod judici non incongruo fuit probatum. Turbas inter fatis 
proh dolor notas, quibus patria mea fuit exagitata, tranquillitate animi ad me¬ 
ditandum necelfaria frui non poteram. Amicus meus, Dn. Pfleiderer, 
Phys. & Math. Prof. in Univerfitate Tubingenfi, refugium mihi fecum obtulit: 
ubi ftudiis ad levandos dolores intentus, quae ad novam DilTeitationis meae 
editionem, dudum necefTariam vifam, fparfim praeparaveram, in ordinem redegi, 
& cum amico communicavi, ipliusque obfervationes confului; quo faftum elTe 
fpero, ut, quod publico nunc offero, fcriptum utile fit nec ejus attentione in¬ 
dignum. 

Juxta ejusdem amici per literas antea jam mecum communicatas, nec non 
Dni. Prevost, Prof. Philos. Genevenfis, in Differtationem meam praemio or- 
'*'» natam 
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natam animadverfiones amplius extendi primum ejus Caput; quod, cum fun¬ 
damenta exhibeat totius fydematis calculorum fuperiorum, pnecipua cura erat 
traftandum. Speciatim notio limitis ibidem tradita nimis erat angufta; «St. 
ut omnes complederetur cafus, debebat, uti nunc fit §. 13. extendi. 

Ita faftum eft, ut Caput hoc fundamentale augmentum fatis infigne nan- 
cifceretur; neque rationem habendam efle exiftimavi cenfurae prolixitatis ho¬ 
rum praeliminarium. Adeo perfuafum habeo, principia calculorum fupenorum 
debere ad methodum limitum reduci, nec pofTe alio modo fohde ftabihri; ut 
neceflarium ede putaverim, methodum illam in formam doftrin* redigere. 
Quae cum, mea quidem fententia, partem condituere debeat Cutfus mathefeos 
elementaris, eo, quo oportet, rigore & ambitu concinnat*; fuperfed.fTem huic 
operae, fi quem nollem, ad quem remittere potuifiem. Ceterum comparatio 
attenta docebit, nullam in Capite hoc, utut amplo, tradi propofittonem, qum 
ad applicationes fequentes neceffaria fit. 

Defiderio folo utile quid praedandi motus non reformido reprehenfionem; 
quod fententia, quam fuftineo, nova non fit, fed ab variis jam mathematicis 
qropofita. Gnarus feriptorum d’Alembertii , Cousini, Kiestneri, Kar- 
stknu, TEMPELHorrn, Pasquichit, praefertim difrertationum egregiarum 
Robinsii, & traftatus folidi MaclauriNi , in animum haud induxii^em me¬ 
ditationes meas de arduo hoc objefto publice exponere; mfi quaedio ab Socie¬ 
tate iiteraria adeo illuftri promuigata attentionem meam excitaffet, mihique 
perfuafifTet, quae jam praedita fint, nondum omnibus defideriis fatisfacere ipli 

videri. 

Dubium non ed, quin Newtonus doftrinas fuas iisdem principiis fuper- 
dru-re fpeciatim per rationes primas & ultimas, tam frequenter in Principiis 
fuis ufurpatas, limites rationum intelligi voluerit; cum ipfe in Scholio Lem¬ 
mati XI. Libri I. Princip. fubjunao monuerit: Ultimee rationes .Via, quibussum 
'quantitate! evanefeunt, revera nonfunt rationes quantitatum ultimarum; fed limites, ad 
” quos quantitatum ftne limite decrefcentium rationes femper appropinquant , & quos pro. 
„pj us qjfequi pojfunt quam pro data quavis differentia. 
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Quam- 
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Quamvis Lkibnitius modis loquendi magis audacibus uti afiueverit: eos 
tamen explicatione rigidandos efle praecepit (Aft. Erud. Lipf. 1712. p. 167.); 
& momentum demonftrationum exactarum agnovit atque commendavit. Ad 
Joh. Bernoullium fcribens (31 Dec. 1700.) de Nieuwentitii r Rolui, 
Cluverii, & aliorum adverfus calculum difierentialem objectionibus: Perutile 
„ejl, inquit, os illis occludi per reduEiionem ad dtmonf rationes veterum more formatas . 
(Leibnitii & Bernoullii Commere, pliilos. & rnath. T. II. Ep. 108.) 

Et quamvis Wolfius, veftigiis Leibnitii inliftens, infinitum profufe in 
feriptis fuis fparferit; methodo tamen Archimedeae, quam jure fibi vindicat, 
praerogativam tribuit: „Ipfius (Archimedis) dcmonftrandi methodo principia 
„ methodi infinitefimalis rigidantur. ” (Elem. Matlies. univ. T. I. Geom. Theor. 
g6. Schol.) 

Pluribus aliis auctoritatibus polTem inftitutum meum munire; atque ex. gr. 
confenfum ejus cum methodo indivifibilium, fano fenfu explicatiouibusque faga- 
cilfimi ipfius auftoris conformiter intellefta, docere: verum haec longius me ab 
fcopo propofito abducerent. Quare, illis miliis, ad partem Introdu&ionis hujus 
mathematicam, fequentibus quatuor Capitibus'traditam, progredior. 

Tubingae, 1 Mart. 1795. 


Caput 
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Caput A. 

Theorematis binomialis Newtoni demonjlratio generalis elementaris. 


^^heorema binomiale Newtoni univerfim ad quoscunque exponentes, pofitivos & 
negativos, integros & fraclos, extenfum adeo uberis eft per totam mathefin ufus, 
ut demonftrationem ejus firmam & elementarem fummi momenti efte cenfeam; eo- 
que magis, quod Vir celeberrimus, a quo denominari confuevit, & plurimi infignes 
mathematici poft ipfum, fola, ut videtur, analogia fulti, formulam, de exponenti¬ 
bus integris ac pofitivis tantum eo, quo par eft, rigore demonftratam, ad exponen¬ 
tes fractos & negativos applicare acquieverunt. In Diftertatione mea, inferipta: 
Expofiiion elementaire des principes des calculs fuperieurs, p. 26. ejusmodi demonftrationis 
compotem me eife aflerui; fed brevitatis ftudio eam omittere confultum duxi. Quae 
cum fuerit, ut non omnino facilis, in Diario litterario Goettingenfi (Nro. 165. 16 Oft. 
1788.) defiderata; in hac introduftione illam exponere non dubitavi. Confentit ea 
praeter leviores quasdam mutationes & illuftrationes , quas neceftarias efte cenfui, 
cum methodo, quam in Commentariis Acad. Reg. Berol. ad annum 1777. tradidit 
illuftris Segnf.rus; &, quo debet, modo evoluta mea quidem fententia tam propo- 
fito fatisfacit, quam ea fe brevitate commendat, cujus demonftratio mere elemen¬ 
taris capax efte poteft. 

§. a. Theorema. Sint duae quantitates P & P*] quales fequuntur 

P=a n -f -a n ~ l b +- • n —a n ' 2 lr + - •— —a n -*b*+ - • • • -... ^a n -5 /? s +... 

1 1 2 123 1 4 'i 5 


1 12 


, .. n n -1 » -2 , , n n -2 . ,, 4 , » n -4 , . „ 

i 2 b 7 4- - a n 3^ 3 q--—- 

123 I 4 I 5 ' 


Dico: producum ex hisce duabus quantitatibus conflatum ejusdem efte formae, 
cujus utraque illarum, fi loco t* n aut n illarum fumma » + n' fubftituatur. Nempe 


j & L ... + !!±1 .. 


<- 5 b 5 +.... 
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Et primo quidem exponentes t« a in fucceflivis produfti terminis progreflionem 
arithmeticam decrefcentem fequuntur, cujus primus terminus eft « + »', & commu¬ 
nis terminorum differentia eft unitas. Exponentes autem t« b fequuntur progreflio¬ 
nem numerorum naturalium crefcentem inde ab unitate. 

Determinanda fupereft lex coefficientium. 
i°. Co6’fficiens primi termini eft unitas. 

.. • • n. * . n ' 

2°. Cofeffi ciens fecundi termini eft — + — = -— 


3°. Coefficiens termini tertii eft t 

n -*sL\ ( ( !.t!+24 1 


1 2 { I 12 ) 1 2 12 =1 i i -j. n + n n ^ n - 1 ( 2 o ) 
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4°. Coefficiens termini quarti eft ^ 
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■o. Coefficiens termini quinti eft 
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+ i-T-T ri 
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1 3 ^ 


6°. Cofeffi- 
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6 °. Coefficiens termini fexti eft 
iwj _i -v f n 


+ ' - T'T , 

« fl-2 » n^l |. 

+ 7" J 1 f V = / 
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4-4.-— 

12 4 
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x 5 y v 1 D 

Gencratim, oftenfo, quod lex valeat pro termino quocunque w'°, fcilicet quod 

rr • ti tprmini eft !^t” ” +n ~ 1 .!i+.” - (»» - 2 ) . ^ico f eandem legem 

conciens w* n teimim eit ^ 2 m-i 

etiam valere pro termino fequenti m+x«>; fcilicet coefficientem hujus termini efle 
n+n' «+«'-! «+»'-(«»- 1 ) • 


Etenim coffficiens m+1" termini eft 
n «-I k-C'»- 1 ) ) f 
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Ergo fi lex coefticientium valet pro quocunque produ&i termino, eadem quo¬ 
que valet pro coefficiente termini fequentis. Atqui valere demonftrata fuit in ter¬ 
mino fecundo, tertio, quarto, quinto, fexto: valet igitur etiam in feptimo, atque 
hinc rurfus in oftavo, tum in nono, & fic confequenter in univerfa ferie. 

§. b. applicatio prima. i°. Quadratum quantitatis hujus formae 


cft (] 2 “' 


Mb+ 2 ”. 2 ±1 &*-&+-■ ■ . 2 ^a*«-il> 3 +--■ —^fl 2n ~ 4 /> 4 + • • • • 

12 13 1 4 


2 0 . Hinc cubus ejusdem quantitatis eft 

1 12 1 3 1 , 4 

Hinc iterum 3 0 . potentia quarta praedite quantitatis eft 

Et univerfim, quicunque numerus integer pofitivus fuerit m, potentia f* ta ejus¬ 
dem quantitatis eft 


a m *+ ~-a mn - l b+- 


• • • ~V n ^ 3 + —. • • ^ mn - 4* 4 + • • • • 

2 13 14 


§. c. Applicatio fecunda. Viciftim, denotante tn numerum quemcunque integrum 
pofitivum, radix w» quantitatis 

«" +V->/' + - ■ — (I“+- • ■ • —+ —i.. + . . . . 

I 12 1 3 1 4 

n w n_i n 11 --S M W ! L_ 5 » --4 

eft 0"Hbrort*" • • • n* ° a ^ + •• •• 

7 12 13 14 

Etenim (per applicationem praecedentem) prior quantitas eft potentia m» pofte- 
rioris: quare viciftim pofterior quantitas eft radix w ta prioris. 

§. rf. Applicatio tertia. Sint m & n numeri quilibet integri pofitivi. Dico efte 

n 1 n « n n n _- 2 11 n . 2 -~3 - --2 "-4 

(a+b) m =a m +rna m b+m-tna m b*+m-’-M * m l> 3 +m--.mja m b* + .... 


Etenim 
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Etenim (a+ 4 )"’ = V^a+b)” 

= + C§- *•) 

n n n w H _ 2 w n °-2 » n 

= <r+7r,a™ fl+m.m~V >+CT---.»~'a m £ 3 + ««... m~V ''+•••• (§•'•) 

7 1 2 13 14 

§. £. Corollarium . Univerfim igitur, fi « fuerit numerus rationalis pofitivus qui¬ 
cunque, five integer, five fractus, 

( a+ £)»=tf"+^°-i£+~“^-V-^= + p • •• n -^a.'-ib z + ^■ ... 

§• /• Applicatio quarta. Sint duae quantitates 

<r »+-V"-^+ - V-3i3+2... ±3 tm*4 + ..... 

" I 12 13 14 

Produftum ex illis faftum reducitur ad primum terminum X= 1: cum 

terminorum omnium fequentium coefficientes ingrediatur fattor n-n = o. 

§. £• Corollarium . Ergo 

a-»+--?a-°-b+" • +.... 


a” + - +- • — + - .. • —fl n "+ 7 • • • n -^a^b* +- 

I 12 13 1 4 

Atqui, n denotante numerum quemcunque rationalem pofitivum, denominator 

hujus fraftionis eft (« 4 -£ 0 n (§. e ). Ergo 

— 1 , - feu (a+bY l '=:(r 1 '+~(i~ n ~ 1 b+ n • —^*n“” a £ a 4 -^ ".-^a~ n ~ 3 b>-\-— .,»-^ir n ‘*b 4 +••• 
1 12 13 14 

_ 1_ » b n n+i b 2 n n +2 b* ^ 11 w+3 b* _ 

_ a n 1 *“ an+2“ 7 *“ 3 n n +3 i’ ” 4 r^ 4“4 

Eadem itaque lex, quae valet de exponentibus rationalibus pofitivis, pariter 

applicatur ad exponentes rationales negativos. 


§. h. 
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s h. Objirvatio. Quod ad exponentes irrationales attinet: cum per extractio¬ 
nem radicum, vero propius femper propiusque accedentem, quantitates Turdae ex¬ 
primi poffint per quantitates rationales, quae a vero illarum valore minus quam quan¬ 
titate data differant; ad exponentes furdos applicare licet, qu* de exponentibus ra- 

tionalibus demonftrata fuerunt . 

Obfervandum praeterea: calculos, quos quantitates exponentibus furdis affete 
ingrediuntur, nonnifi per analogiam juxta regulas exponentium rationalium peragi. 

Quod ipfum tanto etiam magis ad exponentes imaginarios pert.net; cum mera 
fint ligna, facilitatis & univerfalitatis calculi caufa ab mathematicis introduffa. 

Caput B. 

De differentiis quantitatum mutabilium. 

k ; Drfinitio. Qit aliqua quantitas mutabilis, quomodocunque expreffa per 
alteram quantitatem Stabilem, folam, vel cum quantitatibus conflantibus combi¬ 
natam Prior quantitas dicitur funBw poftenoris. 

Quod attinet ad funftionum divifionem in integras & fraftas, umformes & mu - 
tiformes, rationales & irrationales, algebraicas & transcendentes; videatur mter 

ah °s § E T Sit^fonaio’ quantitatis variabUis * uniformiter crefcentis vel decrefcen- 
tis. Denotentur incrementa vel decrementa ejus fucceffiva f.gnis 

A*, 2AX, 3 AX, 4 tsx, .... (m-i)Ax, «A* 




AP'" 


Tunc, qui valoribus ipfius *4 -ajc, ^Aat, x+ 3 &x, x+$Ax. 
fucceflivis . _ . 

refpondent funftioms P valores, 
defignentur per 

Et valorum horum mutationes 
fucceflivae ita notentur ^ 

Erunt ideo P = p ^ , 

p" - p' + AP 

jff" =2 P" + A-P 

p ,v -= P” + ap - 


p, 

AP, 


P\ 
A P\ 


x4-(f»-i)Ax, *4-»A* 

pN-i 9 pN. 

. ApN-11, AP*- J . 


pS -1 =- pN-11 4. A P 15 " 11 
pK 23 PH-i -f A 




Quan* 
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Quantitates AP, AP'; AP ', AP .. ... AP*-», APN-i vocantur differentia! primi ordinis 
quantitatis P. 

§. /. Si has differentiae non fuerint conflantes: eaedem componentur ex quan¬ 
titate conflante Ax, & ex variabili x; adeoque pariter funt funttiones variabilis x . 
Succeflivae harum funftionum mutationes, uniformi quantitatis x mutationi refpon- 
dentes, v dignentur per ; A S P, A Z P ', A 2 P'\ A 2 P . . . A 2 pfH », a 2 P n-1 . 

Hae differentiae differentiarum primi ordinis vocantur differcntice fecundi ordinis 
funftionis P; & eodem quo prius modo obtinentur aequationes fequentes: 

Ap' — ap + A 2 P 
AP* = A P' + A 2 p' 

AP = AP" + A 2 p" 

APN71 =: AP N ~ l, + A 2 pN-u 
APN — AP N_1 + A 2 P N '>. 

§. m. Si differentiae fecundi ordinis non fuerint conflantes: pariter componen¬ 
tur ex Quantitate conflanti A.v 2 & variabili x; ideoque funftiones erunt quantita¬ 
tis x. Succeflivae earum mutationes, uniformi ipfius x mutationi refpondentes, de- 
fignentur per A 3 P, A3p', a 3 P", A*p'" . . . A3pN-n, A^pN-i. Differentiae iftae diffe¬ 
rentiarum fecundi ordinis vocantur differcntice tertii ordinis ; & rurfus funt 
A 2 pb, = A 2 P 4- A 3 P 

A 2 p” =5 A 2 p' H- A3p* 

A 2 P” = A 2 p" + A3p” 

A 2 P' v = A *p“ + A3 p" 

A^pN-i = A 2 pN-11 -(- A 3 pN-11 
A 2 P n =3 A 2 pN-i -j- A3pN-i. 

§. W. Si differentiae tertii ordinis non funt conflantes; progreffus fit ad earun- 
dcm differentias, feu ad differentias quarti ordinis: deinde fimiliter ad differentias quinti 
ordinis , & hinc ad differentias /exii ordinis , atque ita deinceps; donec (fi fieri poflit) 
perveniatur ad differentias conflantes, feu quarum nullae funt differentiae. 


Gene* 
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Generatim differenti* differentiarum m— i<> ordinis vocantur dferntia m<i ordi¬ 
nis; & fic defignantur A m P, A™/>', A" 'P", A m P" • • • Unde 

Am-i P' — Am-iP + ± m P 

/\m-ip" 23 Am->P' -f- A m P* 

Am-ijP" = Atr-iP" + A m P" 

A»r.-iP" =2 A^-Ji 3 '" + ^ m P" 


/ 


Am-i/JN-i = + A m P N _ u 

AnwpN = 4. Am^N-i. 

§ 0. Differentiae omnium ordinum fuccefiivorum funttionis P immediate per 
feriem funftionum P, P\ P\ P" • • . ^ P N exprimi poliunt modo fequenti: 


A P = 
a/ >i = 


p-p 

p'-p' 


Ergo AP-AP _ 
feu A=P 

A 2 P’ = 

Ergo A 3 P = 
a 3 P' = 
Ergo A 4 P = 
a 4 p‘ = 


P"-aP'+P 
P"-2P’4-P' 
^- 3 ^+ 3 ^-^ 

p^p^^-p' 

P , - 4 P" 4 - 6 P"- 4 P , + P 
p v - qP^P P’ 

Ergo A 5 P = P- 5 P 4-ioP - ioP”+5P “P- 

Generaliter 
fit A m P = 


pM —- _ pM-1 
I 


12. 1 




I 4- ... + *np'±p 


w ‘3 pM-111 — 4- p 1 

’* 4 


t l P M + .-t? PM + = PM-? ... ^PM-U + !? . 
ll p=pM+ ,.-i . .«I* 1 PM^"^ „.^?pM-h,. ...+^±! ?+P. 


Ergo 
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Ergo generaliter 

Amp = pM . ? pM-1 + ? : P M-U .; .. « pM-u, .. . . ± ? . qp^p'± JO 

I 12 13 I 3 1 

§. /?. Viciflim terminus quilibet P M feriei P, P', P", P - . . . Pm- 1 , P M ex¬ 
primi poteft per funftionem P, & per differentias fucceffivas omnium ordinum hu¬ 
jus funftionis P. 

Etenim quoniam P* = P+AP 

AP' = AP+A^p 

ergo P"(=P , +AP') = P+2AP+A"P 

Hinc AP* = AP+ 2 A*P+A 3 p 

ergo P 4 “(=P' , +AP / ) == P4-3 AP4-3 A 2 P4-A 3 P 

Hinc AF = AP+3A a P+3A 3 P-4-A 4 P 

ergo P^=P”+AF) = P+4AP+6 A *P+ 4 A 3 P+A 4 P 
Hinc AP Jr = AP4-4A 2 P+6 A 3 P4-4A 4 P+A 5 P 

ergo P '(=P ,V 4 -AP‘*) = P+5AP4-ioA*P4-ioA 3 P+5A 4 P+A5p. 

Generatim fit PM = p 4 ™AP 4- ™ .. .^A 4 P+... 

1 1 2 13 14 

4- HL. A^-^p 4- —n m ~ i P 4- A m P 

12 1 

hinc apm = AP 4- OLa 2 V + — . — A 3 P+ - ... !^A 4 P 4 -... 

1 1 a 13 

+ - ... m * 2 Am-3P 4- - . t Hll Am-iP 4. n ± Amp . ^m+.p 
13 12 I 

erit PM+ 1 ( = pM + . A pM) = p + ^AP + ^.«4»p + !!±!.. «Ji43 P+ ^+i..,^4 P+ .„ 

v I 12 13 14 

+ *+£.„ + " I+1M im-.p + !*! A«>P+Am+,p. 

13 12 1 

Ergo generatim 

P M = P + ”d P + “.^^ P + ?...^ 3 P+ «,..^ 4 P +_ 

1 12 13 14 

4- ™ , ULlJ A m “*P 4- — A*-*P 4- Amp 

12 l 

Propofitio haec magni eft momenti ad applicationes, quae deinceps tradentur. 

§• ?• 


XV 


§. q. Cum funftio quaelibet quantitatis variabilis potentiis variabilis hujus 
(immediate aut mediate) exprimi pofllt: multum intereft, potentias quantitatis va¬ 
riabilis & differentias omnium ordinum harum potentiarum accuratius expendere. 
Ex fequentibus patebit, quanti fpeciatim hoc refpe&u momenti fit contemplatio po¬ 
tentiarum exponentis integri pofitivi cujuscunque. 

Theorema. Potentiae quantitatis variabilis, cujus exponens eft numerus integer 
pofitivus, differentia ordinis, cujus index idem eft cum exponente poteftatis, aequa¬ 
tur produtto continuo numerorum naturalium inde ab unitate usque ad hunc expo¬ 
nentem , dufto in differentiae quantitatis variabilis potentiam ejusdem exponentis: 
proindeque differentiae ordinum fuperiorum ejusdem potentiae quantitatis variabilis 
evanefeunt. 

Sit p-x m , exponente m exiftente numero integro politivo. 

Dico effe = i.a. 3-4 -& proinde A m+r P= o. 

Ad demonftrandum hoc theorema oftendam primo: illud verum effe pro mi- 

noribus exponentis m valoribus, quaies funt i, 4 * 3, 4 -Tum evincam: quod, 

fi theorema verum fuerit pro quolibet exponente dato, idem etiam valeat pro ex¬ 
ponente fequenti, qui priorem unitate fuperet. 

Exemplum i. Sit P = x 

AP — Ax = 1. Ax 

Corollarium. Ar+,Jf = °* 

Exemptum 2 . Sit P =■ x 2 

Ap = Ax 2 

A 2 P = aA*xAx-rA* 2 XAi 

= 2&X* = I.2.AJT 3 .' 

Corotl. Ar+2* = o. 

Exemplum 3. Sit P = x * 

AP = 

A 3 p(=A s AP) « 3A*.A***+3^ 2 -A 2 *-fA.v 3 , A*i 
= 3 Ax,A ; xx = 1.2.3A* 3 
Coroll. A r + 3 * 3 = o. 


Ex em- 
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Exemptum 4. Sit P = x* 

A P = 4* 3 A*+6* a A* a +4A;A* 3 +A* 4 
A 4 ^(=A 3 .A^) = 4AJf X A 3 * 3 4 - 6 A.v a . A 3 ji- 2 4 - 4 Aa‘ 3 . A s *+ 4 A* 4 '. A 3 .1 
= 4A.VXA 3 * 3 = 1.2.3. 4A* 4 . 

Coroll. A r +4 * 4 = o. 

Generatim fit m numerus integer pofitivus, & p — x™. Probatum fuerit, 
Dico, quod 


quod An,p = milvi A">+U"*' = 1.2.3... (wfl)A*">+' 


& A m Arm~» = o. 


Etenim 

1 


"±fA 

I 

. m-fi «1 _ ,. , 
1 2 

1 3 

+ 

1 4 


& Am-V-rV-r^m-vi — o. 

Ergo A m+I x m+r = w-j-l. AxX A m Jc m 


4- 

I 2 

1 3 

4- !^...^A* 4 XA m .*m-3 
I 4 


•f ?±±™x*Ax™-l 
I 2 

. w + i m 

4-- xAx m 

I 

4- A* m+ * 




+ "IU AAT^X A m Jf 


4- A^^x A m i 

— (m+O^XA%™ (hyp.) 

=. (m4-i)A^Xl.2.3.4...™-i.wiA*m(hyp.) 
t= 1.2.3.4 • (#» 4 -i)A^ m+I \ 


Corollarium. A m+,+r Ar m + I = o. 

Ergo generaliter A m * m = 1.2.3.4. . . mAx** 
& A m + r * m = o. 


5 . r. Corollarium. Speciatim poteftatum numerorum naturalium fuccefiivorum, 
quarum exponentes funt integri pofitivi, differentiae, quarum indices ordinum funt 
exponentibus his aequales, aequantur produfto continuo numerorum naturalium ab 
unitate inde usque ad illum exponentem; earundemque potentiarum differentiae, 
quarum index ordinis exponentem illum fuperat, evanefcunt. 

Scili- 
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Scilicet A 'n = i A^+i n = o 

A 2 n 2 =1.2 A = 0 

A 3 » 3 = 1.2.3 A r +3« 3 = o 

A 4 « 4 = I. 2.3.4 Ar+4» 4 = O 

A m « m = 1.2.3.. • • w A r + n ’ fi m = o. 

Cafus particularis, corollario hoc traditi, eximiae in fequentibus applicationes 
occurrent. 

§. s. Ros inter cafus, quibus ad differentias conflantes nunquam pervenitur, 
notandus inprimis efl ille, quo feries propofita eft feries geometrica. 

Theorema. Sit progreffio geometrica quaecunque. Sumantur differentiae omnium 
ordinum terminorum hujus progreffionis: feries harum differentiarum pariter funt 
progrefiiones geometricae, eundem, quem prima, exponentem habentes. Sumatur 
autem exceffus, quo exponens ifle fuperat unitatem, aut ab illa fuperatur, prouri 
progreffio efl crefcens aut decrefcens; & fumantur poteflates hujus exceffus, qua¬ 
rum exponens aequalis efl ordini harum differentiarum: feries illae erunt refpeftive 
produ&a ex terminis primae feriei per has poteflates. 

Sit . . . a< n ~ 2)z > a (n ' l)z y a nT progreffio geometrica, 

cujus exponens a z . 

Series differentiarum primarum eft 

a*, a* z —a 2Z > a* z —a 32 , av, . . . ^(0-2)1, ^z^n-oe 

feu (d z -i)(a z , a 2Z t a* z , a* 2 , .... a^ z ) 

Hinc feries differentiarum fecundarum efl 

(a z -i)*(rt z , a 2Z y aVy a* z , . . . . at*-#*) 

Hinc rurfus feries differentiarum tertiarum efl 

(a*-i) 3 (a z , a 2Z t a* z 9 a* z > .... a^ z , 

Item feries differentiarum quartarum efl 

(a z 'iy(a z > a 2z , a* z , av, .... *("- 4 )«) 

&c. &c. &c. 

Generatim feries differentiarum w«rum e fl 

a 2z y a* z 9 a* z , .... 

*** §. /. 
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§. t. Notari etiam merentur omnium ordinum differentiae finuum & cofinuum 
arcuum in progreffione arithmetica crefcentium aut decrefcentium; & inprimis 
(propter applicationes fequentes) differentiae finuum & cofinuum arcuum juxta fe- 
riem numerorum naturalium crefcentium. 

Lemmata nota. i°. Differentia finuum duorum arcuum Aqualis eff duplo produ- 
fto cofinus dimidiae fummae per finum dimidias differentiae horum arcuum. 

2°. Differentia cofinuum duorum arcuum aequalis eff duplo produ&o finuum 
dimidiae fummje & dimidiae differentiae horum arcuum. 

Hoc eff: i°. fin.a— fin.6 = 2Cof.~^ fin. fl -- 

2°. cof.fl—cof.£ = afin. — fin,—. 

2 2 

Applicatio. Sint fin.n, fin.2«, fin.3«, fin.40, fin. 5«, . . . fin .na finus arcuum 
juxta arithmeticam numerorum naturalium progreffionem crefcentium. 

Series differentiarum primarum erit 
2fin.-I«(cof.|n, cof.ffl, cof. \a , cof.?«, cof.^a, cof.^J. . . .) 

Series differentiarum fecundarum erit 
_ 2 2 fin. 2 (fin. 2 *i, fin.30, fin.4<i, fin.5«, fin.6n, fin. 7 a . . . .) 

Series differentiarum tertiarum 

_ 2 3 (j n . 3 .| a (cof.|«, C0f.|«, C0f.y«, Cof *«, COf.f»-) 

Series differentiarum quartarum 
4-2 4 fin. 4 Ja(fin.3«, fin.4^, fin.sa, fin.6a, fm^a, fin.ga . .. .) 

Series differentiarum quintarum 
+ 2 5 fin. 5 |«(cof.|o, cof.ffl, cof ty, cof.gfl, cof.ga, cof.ga-) 


Series differentiarum fextarum 
—2 6 fin. 6 lfl(fin.4fl, fin. 5*1, fin.6a, fin.7*», fin.8«, 

Generatim feries differentiarum ordinis paris zm eft 


j»»fin. sm 5»(fin.(»H-i)o, fin.(>»+ 3 )», fm.(»i+ 4 >, fm.(»i+ 5 > 

cum alterutro figno ±, prouti m eft P^ par - 

Series differentiarum ordinis imparis 2W+1 eft 

2 ^fin.- + ‘l«(cof.3- m+ 3«, co£“*S., cotHjZ., cof.^«, cof. 2 J^±Ua ... 


cum alterutro figno ±, prouti m eft 


o vel par 
impar 


%°. Sint 
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2 ° '. Sint cof.fl, cof.20, cof.3<T, ooC^, cof.s», cof.6«,.. • cof.«, cofmus arcuum 
juxta fericm numerorum naturalium crefcentium. 

Series differentiarum primarum eft 
-afin.Hfin.j«, fm.§«, fin*. ^ ' 5 

Series differentiarum fecundarum eft 
—2 2 fm. 3 ja(cof.2fl, cof.3 «, cof.qa, cof. 5*. cof.6a, cof.;»....) 

Series differentiarum tertiarum eft 
+ 2 3 fin. 3 Jfl(fin.fff,* fm.Jfl, fm.fa, fm -§ a > rin ‘* a ^ 

Series differentiarum quartarum eft: 

2 4 ftn. 4 ^(cof. 3 n, cof. 4 «» cof. 5 «, cof. 6«, cof. 7 a, cof.S*-) 

Series differentiarum quintarum efl: 

—2 i fin. 5 4fl(rm.Jfl, fin.fa, fin. 1 ^, Aa.^, fm.lja....) 

Series differentiarum fextarum eft 
—2 6 fin. 6 ia(cof.4fl, cof. 5«, cof.6o, cof.?a, cof. 8«, cof.Qfl ) 

Generarim feries differentiarum ordinis paris.2»» eft 

2 2,r fm. 2m 2 a (cof.(w-f O fl * cof.Cm+2),, cof. 0 «+ 3 >, «*(•+♦* • • •> 

r% par 

cum alterutro figno +> prouti m e j m p a r" 

Et feries differentiarum ordinis imparis 2<»+t eft 

. . ,, , am+3. R Vn±5 r ln .L”±la, fin. 2 ^. ■ •> 

2am-Vlfln. 2,T, + I 5 a Cft n -"- lin * a 3 2 2 

,, impar 

xum alterutro figno ±, prouti m eft 0 vel par - 

SMiu,, Omiffo faftore a-fin.-*. feries harum differentiarum fucceffivarum. 
pariter atque ipfe feries primitiva, periodice in fe redeunt, aut funt femper diverto; 
prouti arcus . & dimidia circumferentia commenfurabiles. aut mcommenfurabdes 

funt. 

Monenda de compendiofo differentiarum fymbotimo. 

I„ fequentibus, compendii & majoris impreff.onis facilitatis caufa, differentiae 
ordinum fucceffivorum potentiarum numerorum naturalium, quarum exponens m, 
plerumque defignabuntur, ut fequitur. 

P ... a Diffe- 
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Differentiae 

2 A * «ni _ (w-2) m 

^t\x w m_ 2(«-l) m -f 3(n-2) m -(«-3) m 

qtx „m - 6(l2-2) ra -4(«-3) m -f( w -4) m 

5 tx n™ - io(«-2) m - io(«-3) m -f 5(«-4) m - (fl- 5 )™ 


Defignatio compendiofa 
A(W m . . . 

A“(M m . . . (w*3) m ) 

A ,v (fi m . .. (»-4) m ) 

A y (« m . . . («- 5 )" 0 - 


pix n m -P(n-i)n+F + ^(«-(p-i)) m ±(«-/O m A p (»™ . . . (»-/0 m ). 

1 i s 1 . 

Caput C. 

De Jummis poteftatum numerorum ecqui differentium. 

j^ummae poteftatum numerorum aequidifferentium (quos inter feries numerorum 
naturalium primum tenet locum) adeo frequenter calculos fuperiores ingrediuntur, 
ut ftri&im de illis in hac introductione dicere confultum duxerim. 

Plures mathematici variis medis eas indagarunt atque expofuerunt. Cum autem 
fcopus in hac traftatione mihi praecipue propofitus fit illius ad limites dictarum 
fummarum applicatio : nulla methodus potior & huic fini melius accommodata fe 
mihi obtulit, quam ea, qua ufus eft fagaciflimus Pascal in eleganti opufculo, cui 
titulus : Potrjiatum. numericnrum fumma (quod pag. 34 fqq. infertum eft libro ipfius in- 
feripto: Trahe du triangle arithmetique. Paris 1665.) ; & qua poteftatum cujuslibet or¬ 
dinis fumma ad fummas potentiarum ordinum inferiorum reducitur. 

§. u. Lemma. Sint a & a+d. duo numeri ad potentiam quamlibet eve&i, cujus 
exponens r. Differentia (a-f-d) r — a* harum poteftatum (per §. e.') erit 

Har-id-h - . —ar-id 2 4 - 5 .. .lL?a^ 3 d 3 4 - J.. 4.... + H.Hlla 2 dt- 2 + Zad*~i+ d r. 

I 12 13 I 4 12 I 

§. v. Sit feries terminorum aequidifferentium, quorum minimus fit a, diffe¬ 
rentia communis d, & numerus n. 

Sit (compendii caufa) f.na? fumma poteftatum, quarum exponens r, terminorum 
illorum inde a primo a usque ad Accipiatur etiam eadem poteftas 

termini a + nd ultimum fequentis. 

Sumtis differentiis poteftatum ejusdem exponentis quorumlibet duorum termi¬ 
norum contiguorum, erit (§. 0.) 








XXI 


1 

1 

«J. 

=Vid 

1 

I 5 

1 

.. . 

3 

. -f _ adr~l 4 - rfr 

X 

(a-f 2 cT) r - («+< 0 r 


+r.—(a +^) r “^ 2 

I 2 

+- r .. 

i 

.^(a+d )'-^ 3 . . 

. + -f <fr 

(a-f 3 rf) r - (a-H<O r 


+ '. r -ll(a+ 2 dy- 2 d> 

I 2 

+- r .. 

1 

(a+ 2 rf) r -Jii 3 . 
3 

.. -f £(a+ 2 d)d*-l -f d r 

(a-f qcty - (a-f 3 <O r 

=- r (a-f 3 < f)r-id 

1 

+--- I («+ 3 rf ) r - 3 ‘ ji 

1 2 

+r 

.—(a+$dy~ 3 dl .. 
2 

• • + - r (a-f 3 < 0 ^ r_I + rfr 


(a-K n- 2 )dy - (n+(«- 3 > 0 r =^+C»-3)^)^^+{• j C«+(«-3W^*+ («+(»-3 W r “^ 3 . • • + ^+(«- 3 ^- 1 +^ 

(a+(«-l)tf)r - (a+{ii~ 2 )dy =:!(«+(«- 2 )^)^^+^^• ^(a+(n- 2 )d)*-*d*+ j...^(a+(«- 2 y) r - 3 rf 3 ... +^(« 4 {«- 2 )rf)a*-i-f l ir 

(n+ Kii)r - (a+ («-l)d) r =s-(a+(n-i)d) t -id+^ ^<>+(”“l)<0 r ' 2 d 2 -F ^...~(a+(«-iy) r “3 < i3 > ..-f I(«+(«- 

Summa omnium priorum membrorum harum aequationum eft («+«/>—«*. 

Et fumma omnium pofteriorum membrorum eft 

r d f.na^i 4-1.— ftfna*-* + rf3/« ar " 3 + --• •^^ 4 /«« r "4+ .... -f T^-i/ha- f ncF. 

1 1 2 1 3 14 1 


Hinc r dfm-i= (n+mi)< - «' - (f +j • • • + • • • • 

unde rtlrf/^r „ • .—d 3 f.m r ~i+.... + 'll.jt/na+^r+Q. 

Et fic fumma poteftatum cujuslibet ordinis .per legem omnino regularem ad fum- 
mas poteftatum omnium ordinum inferiorum reducitur. 

§. x. Exemplum. Series numerorum aequidifferentiuro fit feries numerorum 
naturalium ab unitate usque ad w; ubi <* = 1, d= 1. Et fit fi r fumma poteftatum 
ordinis r primorum n numerorum naturalium. Fit 

£t! f.n’ = . r/« r -i+^- 1 . ..^±fn'-*+~ • ..^ 3 /,, r - 4 .... + ^±A/s+^). 

n . )I+ , 2B+I 

r — 2 3^ 3 =C»+0 3 -l-(.g> + ”) =-5S- 


XXII 

r = 3 4 C„5 = („4-i ) 4 . i - ('±* fn 2 +1^3 fn+n) = n z . («4- 1 )* 

Vl .2 I.2.3 y 

r = 4 5 /n 4 = (»4-05 -1 - (H/„3+ 

, V1.2 1...3 4 ' 

r= 5 6/«5 = («4-0 6 -i-r—/»'+— /» 3 +^ 2 /»*+—/»+»') 

m.2 1...3 1...4 1-5 ' 

§. y. Ad fcopum noftrum pertinet obfervare, quod 


fn — An*-\-Bn - -- -- -- - ubi A=-\ 

fn 5 = ^»3-hff» 2 +C».ubi ^«5 

>3 = ^4 + ^ n 3_j-c« 2 4-D».ubi 


>4 = ^»54-5„4 +( 7 w 3 + ^ w 2 +j£:w ubi 

/»5 = ^i6 + ^ w 5 + o,4^« 3 4-£» 2 -i-F» - - - - ubi ^=| 

>* = 7 -\-Bn 6 4-C» 5 4-Dn 4 4-£» 2 +F» 2 4-G» * ubi 

y»r = Arf+I+Bn* +Cnt-i-\-Dn<-H-Ent-i-\-Fnr-H-Gn'~ 5 .. .+Ln Z +Mn , ubi A = -i—. 

Quod ad reliquos coefficientes attinet: B eft conftans, nempe = Caeteri autem 
C, D, E....L , ^ pendent ab exponente variabili r, juxta legem quamdam, cujus 
evolutio ad fcopum praefentem non pertinet; & de qua videatur inter alios Jac. Ber- 
MOULLI Ars conjectandi pag. 97. 

Caput D. 

De finibus et cofinibus arcuum multiplorum > ^ finuum in faci ores 

refolutione . 

3 . Lemma notum. i°. fin. = fin. flCof.6-f cof.fl fin.6 
2 0 . cof.(a-b^) = cof.acof.6—fin.afin.k 

§. au. Ex his duabus formulis deduci poflimt exprefliones finuum & cofinuum 
arcuum, qui multipli funt alicujus arcus propofiti. Scilicet 


i°. cof. 
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jo. cof.2fl(— cof.(a-fa)) = cof. 2 <r-fin. 2 fl 
2 °. cof.3fl(=cof.(2«+fl))=cof. 2flcof.fl-fin. 2flfin.o 
= cof. 3 a 
~-3Cof.flfin. 2 a 

3 °. cof. 4 n(=cof.( 3 a+n))=cor. 3 acof.a-nn. 3 ^rm.fl 

=cof. 4 fl 

—6cof. 2 flfin. 2 a 
+ fin. 4 fl 

4° s cof.5fi(==cof.(4fl4fl))==cof.4flcof.fl-fin.4flfin.fl 

=cof. 5 fl 

—iocof. 3 fl fin. 2 fl 
4- 5cof. afin. 4 a 

5°. cof.6fl(=cof.(5fl+fl))=cbf.5ACof.o-fin.5flfin.c 

=cof.6fl 

— i 5 Cof. 4 «fin. 2 a 
+ 15C0C 3 flfin. 4 a 
fin . b a. 


fin.2fl(=fin.(fl4fl)) = 2fin.ac0f.fl. 

fin.3fl(=rin.(2a4-flf)) :=i fin.2flCof.fl4 cof.2nf1n.fl 
= 3fin.acof. 2 fl 
—fin. 3 n. 

fin.4flC=fin.(3fl+fl))=fm.3acor.a-fcor.3afin.a 
=4Cof. 3 flfin.a 
-—4Cofflfin. 3 fl. 

fin. 5fl(=fin .(40+«))=fi n.4flCoffl4cof.4flfm. 1 

=5cof. 4 a fin.a 
—iocof. 2 flfin. 3 fl 
+ fin. 5 fl. 

fin.6fl(=fin.( 5 fl-ffl))=fin. 5 flcofn 4 cof.5flf1n.fl 
=6cof. 5 flfin.fl 
—2ocof. 3 flfin. 3 fl 
4 - 6cofflfin. 5 fl 


Exempla haec fufficiunt ad indicandam legem harum exprelfionum, qua fit 


Cof. 2 Wfl — Cof. 2Tr fl 




2 tn 

, 2m ~ I QQf 2m-2nfm. 2 fl 

im 

^cof 2m ~ 3 fl fin 3 fl 

I 

2 

1 

3 

2 m 

T —• 

. .^L-?cof 2m “ 4 flfin. 4 fl 


. cof. 2m ~ 5 a fm. 5 a 

I 

4 

1 

5 

2 nt 

2 W- 5 co ^ 2m _ 6a f m# 6 a 

im 

,. .-—~cof. 2m -\afm . 7 a 

1 

6 

1 

7 

+ - 

- 

4 - ; 


_j_ 2»» 

. cof. 3 fin.2 m “ 2 a 

— 2wi 

4 -• 

2W-2 r ~ r 

♦-cof. °a fin. 2m “ 3 a 

I 

2 

I 

3 

4: fin.2 m <J 

4_ 2 m 

1 

cof.fl fin. 2m -ifl 


cof. 
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Cof.(2W+j)tf = cof. 2m * 


lin.(2'»i+0a= Icof>'<ifin.» 


1 


I 

2 

+ 02±i, 

^!?cof. 2m “ 3 flfin. 4 « 

I 

4 

2W+I 

. 2W ~4 cn f.2m-5fl fin. 6 « 

1 

6 

+ 7 

- 

2 W+I 

.. IB, " T cof. 3 iifin. 2m " 2 a 

I 

3 

— 2 m-H 

cof.o fin.2 m rt 


_2m+i .^cof.^ fin. 3„ 

i 3 

2«+i ^cof-J^afin. 5 * 
+ _ T~ 5 

i 6 


1 ^ 

+ i m ±!cor.arin.^ ± fin ' 2m+I ''- 

Demontotunautem modo mathematicis familiari: quod, fi haec lex obtineat r ro 
exponente quocunque propofito-, eadem etiam valeat pro exponente unitate majori. 
Sed lex locum liabet pro exponentibus 2, 3... 6: ergo & locum habet pro exponente 

fequente 7; inde pro exponente 8; & fic deinceps. 

§ ab. Termini igitur, quibus expreffio cofinus arcus «P» arcus a condat, funt 
termini alterni binomii (cof.s+fin.a)"; fed alternis vicibus, a primo inde, f.gms + & 
— aflefti: & termini, quibus condat expreffio finus arcus ejusdem '»P h unt re lqui tei- 
mini alterni ejusdem binomii, alternis vicibus a fecundo inde fignis -j- & pariter 
aflefti. 

Quoniam autem dimidia fumma potentiarum ejusdem exponentis »» fummae a+b 
& differentia» «-» duarum quantitatum realium . & * condat terminis alternis bino¬ 
mii (*+*)", a primo inde, iisque figno + affeftis; dum dimidia differentia harum pote, 
datum continet reliquos terminos alternos etiam podtivos : ut expreffio co muum ar¬ 
cuum multiplorum reduci poffit ad fummam potedatum fimilium fummae & differentiae 
cofinus & finus arcus fimplicis; finus hic affici debet cofefficiente tali, ut potenti» 
eius impariter pares figno — afficiantur, potedates vero pariter paies maneant poli¬ 
ti vae Quod fiet, fi loco cof.z+fin.2 fubdituatur cof.s+fm .zV-i; unde ad hanc de- 

fcofad-fin .aK-l)'"-Kcof.g-fin.^-0' n 
ducimur expremonem coi.ws = -- ^ 

Evo- 
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Evoluta autem duarum potellatum (cof.a+fm. 8 ^- 1 )"» (cof.z-fm.s? -i) m diffe- 
rentia, omnes ejus termini afficiuntur coefficiente imaginario Y'—i; unde, ut expreffio 

fmf.s-l-fin.zr-i) m - (cof.g-fin.33 /, -i) m 
maneat realis, inferimus fin.ws —- iV *-1 

Quodfi enim expreffiones hae ver* fint pro exponente quodam m, eaedem etiam 
valent pro exponente unitate majore m+i* 

Etenim 

cof.O+i) 2 = cor.m3cof.3- fm.mzfin.S . 

(cof.s+ fin.;V-1 ) m +(cofs - fin .s/-i) m x fcof.s+fin.s>f-i)+(cof.'-fm.->^-i) 

fcof.s+fin.s^-i)'"- (cof.3-fin.3^-i)" (cof.2+fm.g<f-i)-(cof-g-fm.gv j^j 

ly/' ^ i 2y ^~ 1 


. , (cof.s+fin.zv^- i) m + l +(cof.a - fin.2^“2)l^ U f\ oronofitum. 

Quas fumma reducitur ad > ----- * r r 

„ , x fcof.g-4-fin.zv ^-i)™+i~(cof.3-fin.g|Ai) m +* 

Eodemque modo fit nn.O»+i) s —- 2^-1 

Obfervatio. Expreffiones hae imaginariae (quae in calculo inprimis integrali, & in 
ferierum fummntione frequentiffime ufurpantur) mera funt figna, majoris calculi faci¬ 
litatis gratia ab mathematicis introdufta. Partes earum (cof.s ± - 1 ) 1 ” feor- 

fim fumtae omni fenfu carent; & operationes his fymbolis juxta regulas calculi. l.tte- 
ralis ad eas extenfas inffitutse eatenus tantum quantitates reales ultimo exhibent, 

quatenus termini imaginarii, quos expreffiones illae continent, fefe mutuo deftruunt. 
Scilicet aequatio ia = (o+d) + («-<0 femper obtinet, quidquid fit d; ideoque etiam fi 
d involvat fignum impoffibilitatis, quod utramque expreffionem a+d, a-d pariter im- 
poffibilem reddit. 

(cot s+{\n.zY'- i^+fcof.s -fin.8^- O m 
§. ac. Quoniam cof.i«2 = i-———- 

„ (cof .-,+fin.ar- O— (cof.s-fi n.sl^- i)m 

et fin.ms=—--_i 

erit acof.mss' =(cof.3+fin.3r-i)”-+(c .3-.fin,33 / '-i)’" 

et siin WS3—I = (cof.s+fm. 3 i0™ - 
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Unde fit 

(cof.s+fin.s^ - i) m 

= cof.m*ffin.f«s? / ’ - 1 

et 

(cof.s- fin.sy' - i) m 

= cof.ws;—fin.wsK’ - 1 

_i 

Hinc 

cof.s-ffin.sK-i 

= (cof.w^-f fin.mz?^- i) m 

et 

cof.z-fin.z^-i 

= (cof.ws - fin.fwsK - i) m _ 

1 i 

TTndp 

__r «»« 

(cof.M 2 +fin.«zr-i) m +(cof.<» 2 - fin.“ aX’-i) m 

unae 

coi. z 

/! n «y 

X 

(cof.w34-fin — (cof.ws - fin.w^T^-i) 


lin. 21 

2 r-i 


Proinde eadem lex, quse valet pro finibus & cofinibus arcuum multiplorum, pa¬ 
riter valet pro finibus & cofinibus arcuum iubmultiplorum. 

§. ad. Theorema Cotefianum (a fagaciflimo ejus auftore denominatum) illud eft, quo 
demonftratur, funftiones utriusque formae a n ± b a in fa&ores binomios aut trinomios 
refolvi modo fequenti: 

i°. ain+bw = (aa-2abcot —7r-f-55) 3°. flWi+^ I ^^)X(«^cof.^-pj 7 r+W) 

X(aa-aateor.'i.W+W) ' X(ra* 2 «icof.-JLw+M) 

Xtaa-zabcot.^vr+bb) x (aa.aaicof.-^+iZO 


X tac-labcof.^jTT+hb) X («HaaScoC^* *-W+») 

X (aa-zabcot. 7 *!lir+bb') * (a^2«6cof.-^-7r-fW) 

3 0 . « 30 - 530 = (aa-bb)y>[aa-2abco[.—7r+bb) 4 0 . «30+1- 53n+i=(«-5)X(flfl-2fl&cof.^^-^+55) 
X x (<W 3 «fa»r.^.-W+ W ) 

2M ^ 

X (aa- 3a 6cof. —W+M) X (fla-2«6cor.—j-^r+W) 

2« . ^ ' . 


X {aa- 20 bcoi.~'^Ti+bb') X («i-aa&cof. ^*_^ 7 r +k 6 ) 

X (aa-2aicof.i^7r-f«,) X (a«-2wcof.-^L?x+ w )- 

Tlieo- 
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Theoremati huic demonftrando (quod a variis auctoribus praeditum ed) non im¬ 
moror; quamvis talis ejus demonftrationis compotem me efle credam, qua; (implicitate 
fua fefe commendat. Pergo ideo ad illius applicationem, qu<e deinceps utilis ent. 

§. ac. i°. In prima formula fiat a = b = i: 
fit 2 = 2(1— 

2n 

*2(l— coi Air) 

X2(l— Cof.— 7T) 

V nn 


■cof,—— 
2« 

2 «-I 


X2(l 

X 2(l"”Cof.——w) 
2» 


= 4-fin.^pfm.^lpfin.^p. 
Unde = 2nlin.-i-ff1n.J-pfin.Xf. 


2 » * 2 » 2 » 
2°. Ex fecunda formula fit pariter 
V'2 = 2 n fin. — r p fin. — r p fin.- 


2» 2» 

r 2«-2 r 2W-T. 

. fin. t-Sp fin. -— V' 


r 2W-2 r 2» 

-p.. . fin—— pfin.——p. * 

* o 11 1 i oiiX 1 


" 24 / lin *^ 11 U, ^H i/ * * * . 

3 o # fl3 n—^n SB ( fla .^)( a 3n-2 + a2n-46A + fl*«-6^ 4 4-. • . +a**a«-4 + ^ n ^») 

H irl c +... + «»**“-*+ = («». a« 6 cof.Isr+W) 


X ( nfl " 2 <»& C0f.-7T + M) 

X - 20^ cof.i ?T + bl)) 

n 


X (aa - 2 <*b cof .-- 2 ?T -f bb ) 

X - 2«/» Cof ~ 7 T -f bb). 

n 


Hinc factis a = 


» = 4 n " I fin.*-pfin.*-pfin. a ~p . .. fin.*?!?pfin. a ~p 
^ n n n n n 

et r»= 2-1 fin. — f fin. - f fin. 1 p .., fin. ^Jf fin. ^-V 

/i n n Tt " 


4 0 . Ex 
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4°. Ex quarta formula fit pariter 


1 ) = 2 n fm. — 2 -~f fin. — ^ —p fin. -p .. . fin. 2 HzJ'p fi n.~3 n ±p. 

2U4-I 2«-H 2«+I 2«-f-I 2W-f"I 

§. af. Poft Cotefium theorema ipfius fuit amplificatum, & formula quoque 

n- n + 2n n b a cof.p 4* b 2n refoluta in faftores , ut fequitur, prouti n numerus eft par -aut 
impar: 


1°. fl 4 n— 2 a^b^C 0 i. 2 ^-\-b^ n 

= (aa - 2 <*b cof. + bb) 

2 » 

X C aa ~ -f- bb) 

2» 

X (aa - 2 Cibco {. ~ +2 - -f bb) 

2W 

X (aa - 2 aZ>cof. ——— + £ 6 ) 
2» 

X (aa - 2 fl£cof. ^ — — + bby 


2 ° fl4n+2- 2rt n + i/,n+[ CO f t2 (p4-Mn+2 

= (flfl - 2 fl 6 Cof.—?- {-bb) 

V 2 // 4 -L 

X (aa - 2Cib cot ™-** 4“ £6) 

2 U + I 

X (fla - 2ab cof. 2 - -- ‘ 4- Z>6) 

2 »-fl 

X (aa - 2a b cof. ^ ■■ ? ~4~^) 

2 « 4 -i 

X (aa - 2 fl 5 cof. i* 4 "*? 4 - 66) 

2 « 4 -I 


X (aa - 2 a*cof.( 2 W l 2 ^® 4- M) 
2» 

X (aa-2a^Cof.^ 2M ~ a ^ 7r ~^ S - 4~^^) 
2 n 

X (aa - 2 fl^cof.^^— 2< ^ 4- bb) 


X (aa-2fl3cof.^-) 7r+ ?- ;p 4- W) 
2«4-I 

X (aa - 2a^Cof. V l7r ~— 2 - 4 - M) 

2tt+I 

X (aa - 2 afcof. 4- bb). 

2W4-I 


§. ag. Hinc faftis a = b = 1, erit 
1*. 4 fin. 2 0= 4 ^fin.’ * fin. 2 Tf?fin. a ^f^fin. a ^^fin. a — 

^ 2» 2» 2« 2» 2» 2W aw * 

et fin.® =^-ifin.Ifi„.^ fin*±? fin.^ fin.^±l.. fin /- 1 ^ fin.^jt! Jn .«a 

2» 2« 2» 2» 2» 2» 2» 2» 

2 ’. 4 fin.’<p = 4 '-"+.fin. 5 - <P - fin. 2 fin.’^±i... fin.*?2± fi n . 2 ^±? 

** ^ 2«4-l 2»4-I 2«4-I 2«4-I 2»4 -i 2«4-i 2«4-I 

et fin.? - 2 -fin. iLfin.^! fm.^ +? fin. 3 -^fin. 2 -I±?... fin.^fin.“*+*. 

2»4-i 2»4-i 2»4-i 2«4-I 2« 4-1 2«4-I 2«4-i 


Caput I. 


Caput Primum. 


De Limitibus Quantitatum et Rationum > feu de Methodo 
Exhaujiionis . 

§• i- 

Definitiones. i°. vi quantitas mutabilis femper minor fuerit quantitate 
datil (mutabili fcilicet homogenea, quod deinceps femper fubintelligatur); fed 
ita augeri poterit, ut major fiat quacunque quantitate data, quae minor eft 
prima quantitate datii (& tam cum hac quam cum mutabili homogenea, quod 
pariter deinceps femper fubintelligatur): haec prima quantitas data, dicitur 
Limes Quantitatis mutabilis crefcentis. 

2°. Et fi quantitas mutabilis femper major fuerit quantitate data, fed ita 
minui poterit, ut minor fiat quacunque quantitate data, quae major eft prima 
quantitate data : haec prima quantitas data dicitur Limes Quantitatis mutabilis 
de crefcentis. 

3°. Si ratio mutabilis femper minor fuerit quam ratio data; fed ita augeri 
poterit, ut major fiat ratione quacunque data, quae minor eft ratione prima 
data: hzec prima ratio data dicitur Limes Rationis mutabilis crefcentis. 

4°. Si ratio mutabilis femper major fuerit quam ratio data; fed ita minui 
poterit, ut minor fiat ratione quacunque data, quae major eft ratione prima 
data: haec prima ratio data dicitur Limes Rationis mutabilis decrefcentis, (a) 

E re efie cenfeo definitiones has nonnullis exemplis illuftrare. 

Sit progreftio geometrica decrefcens: i, p, p 2 , p 3 , P 4 .in 

qua proinde p eft minor unitate. Summa » primorum terminorum hujus pro- 

gref- 

(a) Definitiones hae, pariter ac propofitiortps nonnullae hoc capite expolitae, defumptae 
funt ex Opufculo R. Simson, infcripto: De Limitibus Quantitatum & Rationum 
Fragmentum; quod reperitur inter Opera pofthuma infignis illius Geometrae, impen- 
fis Viri eruditiflimi, & fcientiarum mathematicarum fautoris generofiflimi Comitis 
Stanhoi>k in lucem edita: Glasguae 1776. 

A 
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greflionis eft: 1: ~ p — = — 1 — — P *— Ideo fumma quotcunque terminorum 

hujus progrefiionis minor eft quantitate -JL-. Atqui: aucto n, quantitas 

& ideo etiam quantitas poteft fieri minor quacunque quantitate data; 

ideo quantitas - 1 — — - P - ^ poteft fieri major quacunque quantitate data, 

quae minor eft quantitate dat& -I_. Hinc quantitas •_?— dicitur limes va- 
M X —^7 I P 

loris cum numero terminorum continue crefcentis, quem fumma progrefiionis 
illius geometricae obtinet. 

Idem valet de fummis nonnullarum aliarum progreflionum. quales funt 
feries numerorum figuratorum reciprocorum, aut sequimultiplorum five fub- 
multiplorum eorundem. 

Sit V. gr. 5= j ^ 2 “f" 2,3 3 , 4 ~^4*5 5 ♦ 6 6.7 * * n— i,a n,n-pi 

Erit S = 

+ x 

+T +I~i r 

+* t ! 

+ . 


i 

n—I 


+ — i- 

1 n—i n 

-f-I_I_. 

~ n n-p i 


n+i 


Auft6 w; quantitas —— poteft reddi minor quacunque quantitate propofita. 
w-f - 1 

Ideo i limes eft fummce crefcentis progrefiionis illius. 

Uiftin&io inter valorem & limitem quantitatis per incrementa continue 
minora mutabilis apte illuftratur exemplo fpatiorum afymptoticorum; quo¬ 
rum magnitudo faepe limitatur, quamvis aliqua dimenfionum eorundem fine 
fine crefcere poffit. Sic fpatium inter duas lineas ordinatim applicatas curvae 

loga- 
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warithmtab (ad Afymptotum tanquam Axem relatae) comprehenfum, accu¬ 
rate aequale ell reftangulo fafto ex fubtangente & differentia illarum app i- 
catarum. Atqui minor harum ordinatarum poteft reddi minor knel quacun- 
que magnitudine dati; proinde major harum ordinatarumArmes eft differen- 
tiae crefcentis earundem. Et reftangulum faftum ex fubtangente & j 
ordinata, etl limes fpatii logarithmici crefcentis, quem fpatium hoc nun- 

,'„ m «itagi,, U »1 ,u«n P .«« 

dato praedicto reftangulo minus. 

Exemplum Demonftrante Archimede (de Sphzra & Cyh ) 

licet circulo infcribere & circumfcribere polygona ordinata cognomina eu 
fimilia, quorum ambitus & fuperficies ab ambitu & fuperficie circuli dif¬ 
ferunt minus- quam ulli linei aut ulli fuperficie aff.gnata. Jam vero am¬ 
bitus & fuperficies circuli majores funt perimetris & fuperficiebus polygo¬ 
norum infcriptorum; minores vero perimetris * 

circumfcriptorum. Ideo ambitus & fuperficies circuli funt refpea.vd 
tes perimetrorum & fuperficierum (crefcentium aut decrefcentium) polygono¬ 
rum ordinatorum, quie circulo infcribuntur, aut eidem circumfcribuntur Eo¬ 
dem modo fe habent fuperficies & capacitates cylindroium, conoium^ i ' 
rarum, ad fuperficies ac folida prismatum, pyramidum, polyhedrorum, 

infC tr m Sio IStis 1 ICTSSr crefcentium aut decrefcen¬ 
tium, quas perimetri aut fuperficies polygonorum regularium circulo infcrip- 
torum aut circumfcriptorum habent ad ambitum & fuperficiem circuli. Idem 
vS de rationibus, quas cylindri, coni, f P h»r» habent ad prismata, pyram, 
des, polyhedra, ipfiwnfcripta aut ™ f cri^ Rectae 

Exemplum^. Sit curva ^“^ t; T Z ero U sque ad maximam 
huic axi ordinatim applicat» continuo crelcai , 

iofarum, qu» fumatur pro bafi. Axis dividatur in partes quotcunque inter fe 
Sales Per omnia puncta divifionis ducantur ad curvam reftae axi ordi¬ 
natim applicat». .Super bafi & omnibus reftis ordinatim applicatis conftruan- 
tur verfus verticem parallelogramma, quorum altera latera fint partes »qua- 

A 2 leS 
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les axis. Haec parallelogramma dicantur curvae circumfcripta. Pariter fuper 
omnibus reftis ordinatim applicatis bafi parallelis conftituantur parallelogram¬ 
ma ad partes bafis, quorum altera latera fint partes aequales axis. Haec pa¬ 
rallelogramma dicantur curvae infcripta. (Vide Fig. i*™.) 

Exceffus quo fumma parallogrammorum circumfcriptorum fuperat fum- 
mam parallelogrammorum infcriptorum; aequalis eft parallelogrammo circum- 
fcripto omnium maximo. Atqui bafis hujus parallelogrammi datur magnitu¬ 
dine : ergo, imminuta altitudine, parallelogrammum hoc potefl fieri minus 
quocunque fpatio dato. Ideo differentia praedictarum fummarum potefl fieri 
minor quocunque fpatio dato. Jam vero fuperficies curvae major eft fum¬ 
ma parallelogrammorum infcriptorum, fed eadem minor eft fumma parallelo¬ 
grammorum circumfcriptorum; & quantitas, qua ab alterutra harum fum¬ 
marum differt, minor eft differentia mutua praediftarum fummarum. Ergo 
figura curvilinea limes eft, tam fummae crefcentis parallelogrammorum ipfi in¬ 
fcriptorum , quam fummae decrefcentis parallelogrammorum eidem circum¬ 
fcriptorum. 

Reriae axi ordinatim applicatae ponantur eidem perpendiculares. Soli¬ 
dum rotatione praediftae figurae circa axem genitum limes erit tam fummze 
decrefcentis cylindrorum fimul genitorum rotatione refrangulorum curvae cir¬ 
cumfcriptorum, quam fummae crefcentis cylindrorum fimul genitorum rota¬ 
tione reftangulorum curvae infcriptorum. 

§. 2. Schohnm. Sit quantitas aliqua data limes quantitatis mutabilis cre¬ 
fcentis vel decrefcentis. Utrique illarum addatur, aut ab utraque fubtraha- 
tur eadem aliqua quantitas. Prior fumma, aut prior differentia, limes etiam 
erit pofterioris fummae, aut differentiae, crefcentis vel decrefcentis. Si vero 
utraque quantitas ab aliqua eadem quantitate fubtrahatur : prius refiduum 
limes erit pofterioris decrefcentis aut crefcentis. 

Fig.2. Nempe denotet AB quantitatem datam, quae limes fit quantitatis mu¬ 
tabilis v. gr. crefcentis AX. Utrique illarum addatur, aut ab utraque fubtra¬ 
hatur eadem quantitas AC aut AC' : prior fumma CB , aut prior differentia 
CB y limes quoque eft crefcentis pofterioris fummae CX, aut pofterioris dif- 

feren- 
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ferentia C'X. Si vero utraque illarum fubtrahatur ab eadem quantitate AC r : 
prius refiduum C B limes eft pofterioris refidui decrefcentis C X. Quod per fe 
patet. 

§. 3. Theorema . Sit quantitas data limes quantitatis mutabilis crefcen- 
tis vel decrefcentis. Dico rationem aequalitatis limitem ede rationis decre¬ 
fcentis vel crefcentis, prioris quantitatis ad pofterioiem. 

Nempe. Sit quantitas data AB limes quantitatis crefcentis v. gr. AX. 
Dico rationem AB: AX pode accedere ad rationem aequalitatis, propius quam 
ad eam accedit data quaecunque ratio majoris ad minorem. 

Demonjlratio. Qusecunque detur ratio majoris ad minorem; fiat ipfi aequa¬ 
lis ratio AB ad AD , quae minor erit quam AB. Et fiat AX> AD (quod 
poflibile eft per hyp.) Erit AB : AX < AB : AD. (a) 

Eodem modo demonftratur de altero Limite. 

Vieijjint fi ratio aequalitatis fuerit limes rationis decrefcentis aut crefcentis 
alicujus quantitatis datae ad quantitatem mutabilem: Dico quantitatem datam 
limitem ede quantitatis mutabilis crefcentis aut decrefcentis- 

Sit (ex. gr.) ratio aequalitatis limes rationis decrefcentis quantitatis datae 
AB ad quantitatem mutabilem AX. Dico: quantitatem mutabilem XX pode 
fieri majorem quacunque quantitate data XD, quae minor eft quam XB. 

Etenim per hyp. ratio XB : XX poteft fieri minor ratione data AB : AD 
majoris ad minorem. Faftum fit: et cum AB : AX < AB : AD 

erit AX > AD. 

Eodem modo demonftratur de altero limite. 

Exempla. Cum perimeter & fuperficies circuli limites fint perimetrorum 
& fuperficierum crefcentium aut decrefcentium polygonorum ordinatorum, quae 
circulo infcribuntur & circumfcribuntur: ratio aequalitatis eft limes rationum 

A 3 decre- 

(a) Quoniam demonftrationes plerarumque propofitionum hoc Capite evolntarnm inae¬ 
qualium rationum proprietatibus nituntur: fi cui non fuerint fatis notae; ille adeat 
eximiam Diflertationem infcriptam: Propojitionum de Rationibus inter fe diverfis 
Demonftrationes , ex folis Libri V . Element. definitionibus & propofitionibus de- 
dutlce; quam Prasfide celeb. Prof. Peletderer publice propofuit & defendit ornat- 
Candid. Hauber. Tubing. 1793. 
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decrefcentium aut crefcentium perimetri & fuperficiei circuli, ad perimetros & 
fuperficies polygonorum regularium ipfi infcriptorum aut circumfcriptorum. 
Idem valet de fuperficiebus & capacitatibus cylindrorum, conorum, fphaera- 
Tum, refpeftu prismatum, pyramidum, polyhedrorum, quae ipfis infcribuntur 
<& circumfcribuntur. 

Item: cum area figurae §. i. Ex. 3. Fig. 1. limes fit fummarum cre¬ 
fcentium aut decrefcentium parallelogrammorum, quae ipfi infcribuntur aut cir¬ 
cumfcribuntur: ratio aequalitatis eft limes rationis decrefcentis aut crefcentk 
ejusdem figurae ad fummas praediclas. Idemque valet de folidis ibidem comme- 
inoratis; & de fummis cylindrorum, qui ipfis infcribuntur & circumfcribuntur. 

§• 4. Theorema. Sint duae quantitates liomogeneae limitum capaces; ad 
quos vel utraque quantitas crefcendo, vel utraque quantitas decrefcendo, con¬ 
tinue propius accedit. Sitque ratio harum quantitatum mutabilium femper 
eadem; feu aequalis rationi datae: dico rationem limitum ipfarum aequalem 
«fle eidem rationi datae. 

fig. 3. Sint AB, CD , limites duarum quantitatum ^mutabilium AX, CT Sit 
ratio AX : CT femper aequalis rationi datae m : n: dico rationem limitum 
AB, CD aequalem efle eidem rationi datae m : n. 

1°. i°. Sint AB, CD limites quantitatum mutabilium crefcentium AX , CT. 

Si ratio AB : CD non fit aequalis rationi datae m : «; erit ea major aut 
minor. Tum vero, priore quidem cafu, ratio w : « aequalis erit rationi ali- 
cujus quantitatis minoris ipla AB ad CD; altero autem cafu, ratio m : « aequa¬ 
lis erit rationi AB ad aliquam quantitatem minorem quam CD. Proinde utro¬ 
que cafu unus ex limitibus minui deberet, ut ratio limitis ita imminuti ad 
alterum limitem fieret aequalis rationi m : n. 

Sit itaque, fi fieri pofiit: m : n = AB : CD'( < CD). Sumatur C 2 "> CDf 
(quod fieri poteft per hyp.) 

Tum fiat n : m = CT : AX 

Atqui n : m = CD ': AB 

Ergo CT ; AX = CD : AB 

Sed CT p> CD ( conjh ’.) 

Ergo AX > AB contra hypothefin; cum AB fit limes 

quantitatis crefcentis AX. o 
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2 o m Sint AB, CD limites quantitatum mutabilium decrefcentium AX, CT. Fig.3. 

Si ratio AB : CD non fit aequalis rationi datae m : n; rurfus erit ea ma¬ 
jor aut minor. Tum priore cafu ratio m : n aequalis erit rationi ipfius AB 
ad aliquam quantitatem majorem ipfft CD; altero cafu ratio m : n aequalis 
erit rationi alicujus quantitatis majoris ipfa AB ad CD. Ideo utioque cafu 
unus ex limitibus augeri deberet, ut ratio hujus limitis ita aufti ad alterum 
limitem fieret aequalis rationi m : «. 

Sit itaque m : » = AB : CD' (>CD). Sumatur CT<CD' (quod fieri 

poteft per liyp.) : Et fit n : m = CT : AX 

Atqui n : #» = CD’ : AB 

Ergo CT: AX — CD : AB 

Sed CT < CD' 

Ergo AX < AB , contra hypotliefin; cum AB 

fit limes quantitatis decrefcentis AX. 

Ratio igitur m : n neque major eft neque minor ratione limitum. Pro¬ 
inde ratio limitum aequalis eft rationi m : n. 

Obfervatio. Haec propofitio unum eft ex praecipuis fundamentis methodi 
exhauftionis, qualis fedulo fuit ab Antiquis exculta, atque ab Euclide & 
Archimede nobis transmiffa. 

En aliquot exempla illam illuftrantia. 

Perimetri polygonorum ordinatorum fimilium, circulis diverfiS inferipto- 
rum, funt in ratione data radiorum circulorum, intra vel circa quos deferi- 
buntur- Sed perimetri circulorum funt limites perimetrorum crefcentium po¬ 
lygonorum ipfis inferiptorum, & limites perimetrorum decrefcentium polygo¬ 
norum circumfcriptorum. Itaque perimetri circulorum funt inter fe in eadem 
ratione data; fcilicet in ratione horum radiorum. 

Item: fuperficies circuli limes eft fuperficierum crefcentium aut decre¬ 
fcentium polygonorum ordinatorum, quae iph inferibuntur aut circumfcribun- 
tur Sed fuperficies polygonorum fimilium diverfis circulis inferiptorum aut 
circumfcriptorum funt in ratione duplicata radiorum praediftorum circulo¬ 
rum. Proinde fuperficies circulorum funt etiam in ratione duplicata radio¬ 
rum fuorum. 


Sint 
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Sint duas pyramides aeque altae, quarum bafes in eodem plano, & quse 
fitae fint ad easdem partes hujus plani. Altitudo communis harum pyrami¬ 
dum fecetur in quotcunque partes aequales: per puntta divifionis agantur 
plana bafi parallela ; & utrique pyramidi inferibantur & circumfcribantur pris¬ 
mata , ad normam eorum, quae de parallelogrammis inferiptis & circumfcriptis 
§. i. Ex. 3. difta fuerunt Utraque pyramis limes eft fummarum crefcen- 
tium aut decrefcentium prismatum, quae ipfi inferibuntur & circumfcribuntur. 
Proinde demonftrato, praedi&as prismatum correfpondentium fummas inter fe 
efle in rationejdata bafium pyramidum; licebit concludere: rationem limitum 
harum fummarum, feu ipfarum pyramidum, aequalem efie eidem rationi datae 
bafium. 

Eodem modo demonftratur: tam cylindros quam conos aeque-altos effe 
inter fe uti bafes: cum folida haec limites fint prismatum aut pyramidum, quae 
ipfis inferibuntur & circumfcribuntur. 

Hinc etiam fi cylinder & conus aequd alti eidem bafi infiftant: cylinder 
eft triplus coni. 

Hinc rurfus fuperficies tam cylindrorum quam conorum fimilium funt in 
duplicata ratione dimenfionum fuarum homologarum; foliditates autem in ea* 
dem ratione triplicata. 

Hinc tandem fluunt nunquam fatis laudata Archimedis inventa de fuper- 
ficie & foliditate fphaerarum. 

Super diametro circuli tanquam axe deferibatur ellipfis qusecunque. 
Diameter haec fecetur in partes quotcunque aequales; & utrique figune inferi* 
bantur & circumfcribantur reftangula ad normam eorum, quae §. 1. Ex. 3, 
conftru&a fuerunt. Circulus & ellipfis limites [refpeftiv£ funt tam fumma¬ 
rum crefcentium parallelogrammorum, quae ipfis inferibuntur, quam fumma¬ 
rum decrefcentium parallelogrammorum, quae ipfis circumfcribuntur. Sed 
fummae reftangulorum circulo & ellipfi inferiptorum aut circumfcriptorutn funt 
inter fe in ratione conftanti prioris axis ellipfis ad axem ei conjugatum. Ergo 
etiam circulus & ellipfis funt inter fe in ratione data horum axium. 

Similiter comparatio inftituitur fphaerae & ellipfoidis, rotatione circuli & 

ellipfis 
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ejiipfis circa eundem axem genitarum. Nempe folida haec refpeftive limi¬ 
tes funt fummarum cylindrorum, qui ipiis infcribuntur & circumfcribuntur. 
Atqui fummae iftae funt inter fe in ratione conftanti, quae eft duplicata ratio¬ 
nis hujus axis ad axem ipfi conjugatum: ergo etiam fphaera & ellipfois funt in¬ 
ter fe in eadem ratione duplicata. 

Utilitas prsefentis propofitionis plurimis aliis applicationibus illuftrari pof- 
fet. Sed haec abunde fufficiant. 

§.5. Theorema. Duae quantitates mutabiles heterogenese, five crefcen- 
tes ambae, five ambte decrefcentes, fint limitum capaces: et rationes harum 
quantitatum ad duas quantitates datas fint femper inter fe aequales. Dico: 
rationes limitum harum quantitatum mutabilium, ad easdem quantitates datas, 
elfe etiam inter fe aequales. 

Sint Q & Q' duae quantitates mutabiles. Sint L Sc L' limites harum 
quantitatum fimul crefcentium, aut fimul decrefcentium. Sint C & C duae 

quantitates conflantes. Sit femper Q : C = Q' : C 
Dico effe L : C = L : C. 

Primus Cafus. Uterque limes /. & L fit limes quantitatum Q & Q' cre¬ 


fcentium. 

Si non eft L : C = L': C; alterutra: rationum L : C. IJ :C; major eri 
altera; & proinde minuendus erit antecedens majoris rationis, ut alteri hat 
aequalis. Sit igitur, fi fieri pofiit: L q :C — L : C . 

Fiat Q> L— q (quodfieri poteft per hyp.) 

Erit Q : C > L-q : C 

: C (hyp.) 

C. 

C 

ideo Q' > L' (contra hyp.) 

Secundus Cafus . Uterque limes L & L fit hmes quantitatum Q & Q de- 

crefcentium. f 

Si non eft L : C = L’: C : alterutra rationum L :C, L :C; minor ent 
altera; & proinde augendus erit antecedens minoris rationis, ut alteri fiat 
aequalis. Sit ideo, fi fieri poflit : L + q’C = L : C 1 . 

B Fl!lt 


Sed Q : C = Q' 
Et L-q : C = L' 
Ergo Q' : C'> A' 
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Fiat Q <J L+q (quod fieri poteft per hyp.) 

Erit Q : C < L+q : C 

Sed Q : C = Q' : C' 

Et L+q : C = L' : C' 

Ergo Q' : C' < L' : C' 

et ideo Q' < Z/ (contra hyp.) 

Neutra ideo rationum L : C, L' : C', major aut minor eft alteri. Proinde hae 
duae rationes funt inter fe aequales; feu L : C = L' : C'. 

Obfervatio. Haec propofitio pariter eft unum ex fundamentis methodi ex- 
hauftionis Veterum. Illius ope menfuram obtinere licet plurimorum extenfo- 
rum, data menfura aliarum quarundam magnitudinum; uti paucis oftendam 
exemplis, defumptis a quadratura parabolae conicae, & cubatura paraboloi'di*s 
rotatione parabolae hujus circa axem genitae. 

Fig.4. Sit nempe SMAB dimidium fegmentum parabolae conicae * cujus vertex S, 
abfcifla axis SB , & bafis axi ordinatim applicata AB. Et quaeratur area 
hujus fpatii. 

Per verticem S , dufta tangente SD, compleatur reftangulum ABSD, & 
jungatur SA refta. Dividatur tangens SD in partes quotcunque inter fe aequa¬ 
les, quarum una fit PP'. Spatio parabolico exteriori SDAM , & triangulo 
SDA circumfcribantur (aut infcribantur) reftangula aequ£-alta (ad normam 
eorum, quae §. 1. Ex. 3. funt defcripta). Sint PMmP', PQqP' , duo reftan- 
gula fibi mutuo refpondentia, fpatio illi & triangulo v. gr. circumfcripta. Or¬ 
dinatae PM, P'M' occurrant bafi AB in punftis K & R 1 . 

Concipiatur triangulum SAD, & reftangulum SBAD ; gyrari circa tangen¬ 
tem SD tanquam axem. Triangulum SAD gignet conum, cui circumfcriben* 
tur cylindri reftangulis Pq geniti; & reftangulum SBAD gignet cylindrum. 

Per naturam parabolae MP : AD = SP 2 : SD 2 

= Pq 2 : AD 2 

= Pq 2 PR 2 

= cyl. PQqP' : cyl. PRRP 
Sed MP: AD = MP : PR 

= reft. PMmP’ : reft. PRRP’. 

Ergo r eft.PMmP 1 : reft.PRRp' = cyl. PQqP' : cyl. PRRP'. 


Alti- 





II 


AMSD = 'ABSD 
i *ABSD. 


Altitudine PP' manente eadem; termini confequentes omnium fimiiium 
proportionum funt etiam conftantes. 

Hinc f.reft. PMmP’ : f. reft. PAR’P' * f.cyl. PQqP’ : f.cyl. PRRP 

feu f. reft. PMmP : ABSD = f.cyl . PQgP' : cyl .ABSD. 

Hinc(§.pracf.i) lim.f.reft. PMmP’ : ABSD = lta.f.cyl.P^P' : cyl. ABSD. 

Sed (§. x.) lim. f. reft. PMmP = fp»tio parabolico AMSD 

et lim# f. cyl. PQqP = cono gyratione trianguli SAD genito. 

Ergo AMSD : ABSD =* con .ASD : cyl. ABSD 

Atqui (Archim. de cono & cyl.) con * ASD — f cyl* ABSD 

Ergo 

Et AMSB 

Hoc eft: dimidium fegmentum parabolae, abfcifla axis, refta axi ordinatim ap¬ 
plicata, & arcu curvae contentum, aequale eft duobus trientibus reftanguli cir- 
cumfcripti. 

Porro : fit SAB dimidium fegmentum parabolicum, quod gyratione fua 
circa axem SB gignat fegmentum paraboloidicum. 

• Jungatur SA refta. Dufta per verticem S, tangente SD , compleatur re- 
ftangulum ABSD . Dividatur axis SB in partes quotcunque aquales, quarum 
una fit PP\ Spatio parabolico & triangulo SAB circumfcribantur (vel inferi- 
bantur) reftangula aequd alta (ad normam §. i- Ex. 3 ). Sint PMmP , PQqP 
duo reft angui a fibi invicem refpondentia, fegmento parabolico & triangulo cir- 
cumfcripta, & reto PM , P’M\ axi ordinatim applicatae, occurrant reto AD 
in punftis R & R- 

Per naturam parabolae eft SP ; SB = PM* 

= PM* * 

= cyl. PMmP ' 

Atqui SP:SB = PQ 

«= PQ 
S= r e&.PQqP' 

Ergo reft. POqP : reft. PRRP' = cyl. PMmP' 

Altitudine PP manente eadem: termini confequentes omnium fimiiium 
proportionum funt etiam conftantes. 

v B 2 Ergo 


AB* 

PR* 

cyl. PRRP' 
AB 
PR 

reft. PRRP 
cyl .PRRP. 


Fig. 
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Ergo f. reft. PQqP’ : f. reft. PUR I* = f. cy ]. PMmP’ : f. cy l. PRRP 

feu C reft. PQqP' * .. re ft. = f. C yl. PMmP’ : C yl. ^BSZ) 

Ergo Um. f. reft. POqP' : reft. ^BcSD = lim. f. C yl. PMmP’ : cyl. ABSD 

Sed (§. i- Ex. 3 .) lim. f. reft. PQqP' = triang .ASB 

lim. f. cyl .PMmP' = paraboloidi AMSB. 

Ergo trlang. ASB : reft. ABSD = parab. AMSB : cyl. ABSD 

Sed trhug.ASB = i reft. <4 B<SjD 

Er 8° ------- parab. ^ZV/^B — i. cyl. ABSD. 

Hoc eft: paraboloides gyratione dimidii legmcnti parabolici circa axem fuum 
genita eft fubdupla cjdindri circumfcripti. 

Scholium. Exempla haec declarant, quomodo cognita ratione duorum ex- 
tenforum faepius determinari pofiit ratio, quam invicem habent duo alia extenfa 
prioribus heterogenea. In priori exemplo, ratio data, quam mutub habent co¬ 
nus & cylindrus aequd alti fuper eadem bafi, deduxit ad rationem, quae inter¬ 
cedit inter dimidium fegmentum parabolae & reftangulum circum feri ptum; in 
pofteriori, ratio data trianguli & reftanguli aequ£ altorum fuper eadem bafi 
idem praeftitit pro paraboloide & cylindro huic circumfcripto. 

§. 6. Theorema. Sint duae aut plures quantitates mutabiles, quae fimul 
fieri poflint minores quacunque quantitate propofita: dico earum fummam pofle 
etiam quacunque data quantitate fieri minorem. 

Sint x, y, x, v .quantitates mutabiles, quarum numerus w, quae 

fimul fieri poflint quacunque quantitate propofita minores: dico, fummam ha¬ 
rum quantitatum mutabilium pofle fieri quacunque quantitate data a minorem. 

Etenim dividatur quantitas a in tot partes aequales, quot funt quantitates 
mutabiles. Fiant fimul (quod poflibile per hyp.) fingulae quantitates mutabiles 
un^ illarum partium minores. Proinde fumma omnium quantitatum mutabi¬ 
lium minor erit praedica parte, toties fumpta quot funt quantitates mutabiles, 
feu minor quantitate propofita. 

Corollarium i. idem a fortiori valet de differentia duarum ejusmodi quan¬ 
titatum mutabilium, & de excefiu, quo fumma aliquot ejusmodi quantitatum 
mutabilium fuperat fummam reliquarum. 


CoroU 
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Corollarium 2. Sit quantitas mutabilis, quae minor fieri potefi: quacunque 
quantitate data: & ea quantitas multiplicetur per numerum quemcunque «1 
(pofitivum). Dico, produftum inde ortum poffe etiam minus fieri quacunque 
quantitate propofita. 

Sit n numerus integer: res patet per Propofitionem. 

Si vero n non fit numerus integer: fiat produftum ex quantitate mutabili 
per numerum integrum, ipfo n proxime majorem, minus quantitate data: erit 
a fortiori produftum ex quantitate mutabili per numerum n minus eadem quau- 
titate data. 

§. 7. Theoremata varia. 

i°. Si rationis mutabilis crefcentis v. gr. (a) X: T limes fit ratio data 
A : B. Erit (invertendo) rationis decrefcentis T : X limes ratio B : A . 

Quoniam (per hyp.) X : T < A : B 

eft T : X> B : A. SitB’> B, & proinde#: A>B: A; 

dico fieri poffe T : X <J B' : A. 

Etenim per hyp. fieri potefi: X : T > A : B', 

fiat; & erit Y: X< B' : A. 

2 0 . Si rationis mutabilis crefcentis v. gr . X : T limes fit ratio data^: B : 
erit (convertendo) rationis mutabilis decrefcentis X : X 2 , limes ratio data 
A : A— B. 

Quoniam (per hyp.) X : T < A : B 

eft X: X—Y> A-.A—B. Sit autem B > B , &proinde 

A-B' < A-B 
&. A\A-B'> A : A—B 

Dico fieri poffe X: X—Y < A : A — B'. 

Etenim quoniam B'>B; eft A : B' < A : B; 

Sed (per hyp.) fieri potefi X ; T > A : B , 

Fiat; & erit - - - X.X—Y < AiA—X. 

3 0 . Si rationis mutabilis crefcentis v. gr. X:Y , limes fit ratio data A : B; 
erit C dWidendo° rat i° n * s motabilis crefcentis X ±T: T limes, ratio data 
A±B : B. 

B 3 Quo- 

(a) Qosccnnque dicam de ratione crefceiite, difta intelligantur de ratione decrefcente. 
mutatis mutandis. 



M 


Quoniam (per hyp.) 

X : T < A : B 
X±T:T<A±B:B. 

Sit autem A'<A; & proinde 

Dico fieri pofie 

X±T:T> A±B:B 

X±B <A+B 
& A±B:B<A±B:B 

Etenim quoniam 

a<a 



A: B<A : B 


Sed (perhyp.) fieri potefi: 

X : T> A' : B 


Fiat; & erit 

X±T:T> A±B:B. 



§• 8. Theorema. Duae quantitates mutabiles femper inter fe fint in ra- 
tione data. Et quantitas data lit limes unius liarum quantitatum mutabilium 
crefcentis vel decrefcentis: dico, dari etiam quantitatem, quae fit limes alterius 
quantitatis, crefcentis vel decrefcentis, & quantitatem hanc eam efie , ad quam 
prior data quantitas habet eandem rationem datam. 

Fig. 3. Sint AX, CT duae quantitates mutabiles datam inter fe habentes rationem 

a • c ' AB quantitas data, quae fit limes quantitatis mutabilis AX crefcen¬ 
tis v. gr: dico, dari alteram quantitatem CD, qua erit limes alterius quanti¬ 
tatis mutabilis crefcentis CT; & quantitatem hanc CD eam efie, ad quam quan¬ 
titas data AB habet rationem datam a : e. 

Etenim fiat a : e = AB : CD 

per hyp. AX : CT = a : c 

Ergo AX : CT = AB : CD; jam vero AB > AX (hyp.); ergo 

hinc AB-AX:CD-Cr= AB : CD 

feu XB : DT = AB : CD = a : c; & DT = BX x 

a 

Sed (per hyp.) BX potefi: fieri minor qualibet quantitate propofita; ergo 
(§•6.) & DT fimul minor reddi potefi: quacunque quantitate propofita. Et 
proinde quantitas CD, femper major mutabili CT, limes ell magnitudinis hujus 
quantitatis CT. 

Eodemque modo propofitum oftenditur de limite decrementi. 

. §• 9. Theorema. Duae quantitates mutabiles eandem femper habeant ra- 
.tionem ad duas quantitates datas A &. A. Detur quantitas C, quae limes fit 

unius 
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unius illarum quantitatum fi ve crefcentis fi ve decrefcentis. Dico, dari etiam 
aliquam quantitatem C', quae fit limes pofterioris quantitatis mutabilis pariter 
crefcentis aut decrefcentis; & quantitatem hanc C' eam efle, qua fiat C : A = 
C': A. Demonftratur eodem modo quo Theorema praecedens. 

§. io. Theorema. Duae rationes mutabiles fint femper inter fe aequales; 
& fit ratio aliqua data limes unius harum rationum mutabilium crefcentis vel 
decrefcentis: dico, eandem rationem datam efle etiam limitem pofterioris ra¬ 
tionis crefcentis vel decrefcentis. 

Sit femper X : X' = T : T\ 

Et femper fit (v. gr.) X : X' < A : C; fed lim. X : X — A: C 

Dico etiam ------ lim- T : T = A : C, 

Etenim (per hyp.) X : X' = T : T' 

Sed X.X' <A:C 

Ergo T ; T < A : C. Sit C> C; & proinde A:C>A:C. 

Fieri poteft (per hyp.) X : X' > A : C'; 

Fiat; & erit T : T' > A\ C . Proinde ratio A : C etiam eft limes 

incrementi rationis T : T. 


Corollarium. Si ratio aliqua data limes eft rationis duarum quantitatum 
mutabilium: eadem ratio data limes quoque eft rationis quantitatum , quae funt 
aequd - multiplae vel aequd-fubmultiplae pofteriorum. 

§. II. Theorema. Sint duae quantitates datae, quarum una fit limes ali- 
cujus quantitatis mutabilis decrefcentis; altera vero limes fit alterius quanti¬ 
tatis mutabilis crefcentis; ita ut magnitudines, quibus duas quantitates muta¬ 
biles a limitibus fuis refpeftive differunt, fimul fieri poflint minores quibuscun¬ 
que quantitatibus propofitis. Dico: rationem, quam prior quantitas data habet 
ad pofteriorem, efle limitem rationis decrefcentis, quam prior quantitas muta¬ 
bilis habet ad pofteriorem. 

Sit AB limes quantitatis mutabilis decrefcentis AX; & CD limes quantita- Fig.6. 
tis mutabilis crefcentis CT. Quoniam ^ ^ eft AX : C 2 > AB : CD. 

Dico: rationem AX : CT pofle reddi minorem quacunque ratione propofita, 
quae major fit ratione AB : CD. 

Sit 





Sit enim propofita ratio quacunque AB : CE major ratione AB : CD. 
Erit CE < CD. Porro, fit quantitas CF & fiat, uti AB : CE, it* 

AG : CF. Quoniam CF> CE, erit AG > AB. Fiat fimul > AF 
(quod fieri poteft per hyp.) 

Dico, fore AX : CT < AB : CE 


Quoniam AX < AG; . . . AX : CF < AG : CF 

< AB : CE 

Atqui CF < CT; ergo AX : CT C AX: CF 

Ergo a fortiori. AX : CT < AB : CE. 


Obfervatio. Hinc ratio poflerioris quantitatis datae ad priorem eft limes ra¬ 
tionis crefcentis poflerioris quantitatis mutabilis ad priorem (§. i.) 

§. 12- Theorema. Sint duae quantitates datae, quae ambae limites funt 
duarum quantitatum mutabilium fimul decrefcentium; ita ut exceffiis, quibus 
limites fuos fuperant, poflint fimul fieri minores quibuslibet magnitudinibus da¬ 
tis. Dico, rationem duarum quantitatum mutabilium fimul fieri pofie majo¬ 
rem quacunque ratione data, quae fit minor ratione prioris limitis ad pofterio- 
rem, minorem vero quacunque ratione dati, quae major fit ratione prioris limi¬ 
tis ad pofteriorem. 

Sint AB , CD limites duarum quantitatum mutabilium decrefcentium AX, 
CT. Dico, rationem AX : CT pofie fieri fimul majorem quacunque ratione datft 
AB : CE, quae fit minor ratione AB :CD; & minorem ratione dat& AF : CD, 
quae fit major ratione AB : CD. 

AX ^ AF 

Demonjiratio. Etenim, fiant fimul ^ ^ (quod fieri poteft: per hyp.) 

10. Quoniam AX > AB, eft AX : CE > AB : CE 

Atqui CT < CE; ergo AX : CT > AX: CE 

Ergo a fortiori. AX : CT > AB : CE 

*°. Quoniam CT > CD, eft AF : CT < AF : CD 

Atqui AX < AF; ergo AX : CT < AF : CT 

Ergo a fortiori. AX : CT < AF : CD. 

NB. Idem obtinebit, fi quantitates datae fuerint, limites duarum quantita¬ 
tum mutabilium crefcentium. 
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Obfervatio, Quamvis hisce cafibus ratio limitum AB & CD non poflit dici 
femper effe major aut femper minor ratione quantitatum mutabilium AX, C? , 
quod ftri&o fenfu juxta definitiones (§. i.) requiritur, ut ratio data AB : CD 
dici poflit limes rationis mutabilis AX:CT; attamen, quoniam pofterior ra¬ 
tio, fi ve fit major priore, fi ve eft minor, ad illam ita accedere poteft, ut minus 
ab ea differat, quam duae rationes propofit» quaecunque, quarum una major 
altera minor eft ratione limitum, ita ut nullus fit exiguitatis quantitatum BF, 
DE limes, quo rationum AB: CE, AF : CD ad rationem AB : CD acceffus co¬ 
hiberetur; liquet tanto magis, rationis AX: C2 a ratione AB . CD difciepan- 
tiam intra «limites continue arftiores poffe contineri. Et proinde ratio data 
AB : CD dici quoque poteft ea, ad quam ratio AX: CT propius propiusque ac¬ 
cedit, quamvis fluxu non aeque continuo & regulari, uti in omnibus exemplis 
antea propofitis: cum ratio mutabilis AX: CT alternis vicibus poflit major aut 
minor fieri ratione data AB : CD. 

Exemplo hoc ducimur ad alteram fpeciem limitum rationum, paululum ab 
ea, quam §. i. definivimus, diverfam. 

§. 13. Definitio . Ratio mutabilis poflit alternis vicibus fieri major aut 
minor ratione data; ita tamen ut ad rationem datam propius accedere poflit, 
quam ad eandem accedit quaecunque alia ratio propofita, five major prioii la- 
tione data, five minor : prior ratio dataudicitur etiam limes rationis mutabilis ; 
& liei.c quidem obtinet limes rationis tam crefcentis quam dccrefcentis. 

Idem diferimen locum etiam habere poteft in limitibus quantitatum, quod 
fequenti exemplo prorfus familiari declaratur. 

Sit p minor unitate, & fit progreffio i-p+p 2 -p 3 +p*-P 5 . +P nm ~ 2 +P n ~ T . 

Vera fumma hujus progreflionis eft P rout * K nun ^erus ^ . 

Proinde numero « alterne fumto impari & pari, fumma illa etiam alterne fit 

major & minor quantitate —L — Quare fenfu ftri&o definitionis (§. 1.) quan- 
1 "1 P 


titas —— dici nequit limes effe fummae feriei propofitae; cum haec fumma ne- 

1 -\-p 

que femper major lit, neque femper minor quantitate ——. Cum vero tam 

C 1 excef- 
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exceffus, quam defeftus, quibus fumma progreffionis differt a quantitate ——- f 

- i . 1 +P 

poffint quacunque quantitate propofita fieri minores; quantitas — jure etiam 

nunc dicitur limes fummae, five crefcentis, live decrefcentis, propofitae progref- 

fionis. 

Idemque dicatur de plurimis progreflionibus decrefcentibus, quae alterni 
exceffu & defettu differunt ab aliqua quantitate data; ita tamen ut tam excef- 
fus quam defe&us poflint fieri minores quacunque quantitate propofita. Ex. gr. 
fit p quadrans circumferentiae, cujus radius = i : 

fit \p = i 3 + 1 — 7 + i — Tf. 

Et quamvis fumma hujus feriei alterne fit major & minor eadem quantitate 
data haec tamen absque dubio limes illius effe cenfetur. Sic & log. liyp. 2 
dicitur limes fummae i — f + i — i + £ — i + • • • • 

Conjunfta utraque limitum notione, duo poflrema theoremata brevius fic 
enunciantur: Ratio limitum duarum quantitatum mutabilium limes ejl rationis ipfarum 
quantitatum mutabilium. 

Exempla. Rationes tam perimetrorum quam fuperficierum duorum circu¬ 
lorum limites funt rationum perimetrorum & fuperficierum polygonorum regu¬ 
larium five fimilium five diflimilium, quae circulis circumfcribuntur & infcri- 
buntur; five polygona circulis fimul circumfcribantur, five ipfis fimul jnfcriban- 
tur; five tandem polygona fmt uni circulo circumfcripta, alteri infcripta. 

Pariter fi absque limite imminui poliunt quantitates x y: ratio quanti¬ 
tatum a & b limes eft rationum a±x : b±y. 

§. 14. Theorema. Ratio compofita ex rationibus, quae limites funt dua¬ 
rum pluriumve rationum mutabilium, limes eft rationis compofitae ex iisdem 
rationibus mutabilibus. 

i°. Sint duae rationes mutabiles femper refpe&ive ^f^ores duabus rationi¬ 
bus datis; fed quae fieri pofTint fimul refpettiv£ duabus rationibus qui- 

t „ majoribus . majores 

buscunque m jn 0r ib U s q uam praedidtae rationes datae. Dico: rationem compofi- 
tam ex duabus rationibus mutabilibus (quae femper eft ratione compo¬ 

fita 
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fita ex duabus rationibus datis), pofie fieri ft uacunc l ue rat * one data, 

quae fit ratione compofita ex rationibus datis. 

1 minor r . . 

Cum modus demonftrandi idem fit pro utraque inaequalitatis fpecie: lum- 
ciat (brevitatis caufa) de altera illarum propofitum evincere. 

Sint igitur duae rationes datae & fmt duae rationes mutabiles Fig.g. 

X r r z . i». Sitfemper gctCD» <ed duae rationes fimul fieri pofiint 

minores quibuscunque rationibus datis, quae fint rationibus CD re ^P e ^iv^ 

majores. Dico, rationem X : Z (quae componitur ex rationibus y *. 

pariter minorem fieri pofie quacunque ratione propofita, quae major eft ratione 

AB : CD (quae componitur ex rationibus qq)- 

X : Y > AB : BC 

Et primo quidem, quoniam y . % > BC : CD 

erit femper X : Z > AB : CD . 

Jam proponatur quaelibet ratio AB : CE major ratione AB : CD (& pro¬ 

inde fit CE<CD'). Probandum eft fieri pofie X : Y < AB : CE. 

Fiat, uti BC : CD , ita BF : CE. Et quoniam CD>CE\ erit BC> BF. Fiat 
etiam (quod poffibile per hyp.) X : **( <AB : BF) = AB : BG(BG>BF); &fiat 

fimul (quod poffibile per hyp.) T : c!e) ^ BG 1 CE 

Erit ideo X : Z. < AB x CE. 

Nempe: ratio X: Z potuit fieri minor ratione quacunque propofita AB \ CE, 
quae major eft ratione data AB : CD, 

2°. Sint duae rationes mutabiles, quarum una femper major fit aliqua ra¬ 
tione data, altera vero femper fit minor aliqua altefa ratione data: ita tamen 
ut prior ratio mutabilis poftit fieri minor quacunque ratione propofita, qu 
major fit priore ratione data; &Jimul pofterior ratio mutabilis pofiit fieri ma¬ 
jor quacunque ratione propofita, quae minor eft pofteriori latione data. Dico: 
rationem compofitam ex duabus rationibus mutabilibus pofie fieri tum majo¬ 
rem quacunque ratione propofita, quae minor fuerit ratione compofita ex dua¬ 
bus prioribus rationibus datis; tum & minorem quacunque ratione propofita, 
quae major fuerit ratione compofita ex praediftis rationibus datis. 

C 2 


Sint 
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X • Y AB • BC 

Sint iy- ’. v duse itiones mutabiles, & fint * rn duae rationes da- 

J • X ' Y r> AB • BC L 

tae; ita ut femper y z < BC • CD' Liquet nihil exinde concludi pofle, 

quod ad inaequalitatem (imo & quod ad aequalitatem) rationum, quae ex ratio¬ 


nibus mutabilibus, & ex rationibus datis componuntur. 

Sit autem ratio AB : BC limes rationis decrefcentis X: Y; & 
fimul fit ratio BC : CD limes rationis crefcentis Y : Z- 

Dico, rationem ------- X : Z pofie fieri 

quacunque ratione propofita, quae rat ^ one data AB : CD. 


i°. Sit ratio propofita AE ; CD major ratione AB : CD (& proinde fit 


AE > AB). 

Fiat (quod pofiibile per hyp.) X : Y <, AE : BC 

Sed eft femper (per hyp.) Y : Z <T BC : CD 

Ergo erit X : Z, < AE : CD. 

2 °. Sit ratio propofita AB ; CF, minor ratione AB : CD (& proinde 
CF > CD). 

Fiat (quod pofiibile per hyp.) Y : Z > BC : QF 
Quoniam eft femper (per hyp.) X ; Y > AB : BC 

& fa&um fuit Y : Z > BC : CF 

Erit ~XTZ > AB V CF. 


Proinde, propofitis duabus rationibus, AE : BC, &BC 
3r majo 
fiat fimul 


: CF; quarum 

prior major fit ratione data AB \ BC, & pofterior minor fit ratione data BC:CD\ 
X : Y < AE : BC . . f j X , Z AK . CD 

Y BC : CF’ X : Z > AB r CF' 


Quoniam autem rationes propofita; j ££ poliunt efle rationes quaecunque 
majores ratione jb-.CD, utcunque parum ab ea diverfae; tanto magis ratio 
A i major fuerit ratione AB : CD, five eadem minor, poteft ad illam 

accedere, ut ab ea minus difcrepet, quam alia ratio quaecunque, fi ve major 
five minor ratione AB : CD. Hinc ratio AB: CD eft limes (juxta §. 13.) ra¬ 


tionis mutabilis X: Z. 


3 0 . Sint plures rationes mutabiles femper refpe&iv& majores totidem ra¬ 
tionibus datis; ita ut priores rationes polfint fieri fimul minores totidem ratio¬ 
nibus 
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nibus prdpofitis, quae fuerint majores rationibus datis refpe&ive: dico, ratio¬ 
nem compofitam ex rationibus datis effe limitem rationis decrefcentis compo- 
fitae ex rationibus mutabilibus. 

Scilicet, fit v. gr. A : B < X : T = lim. decr. X : T 
B : C <; 5 T : Z = Jim. decr. ST : Z 
C : D< Z : V = lim. decr. Z : V 

Erit A : C < X : Z = lim. decr. X : Z 

Atqui C : D < Z : V = lim. decr. Z : V 

Ergo A : D < X : V = lim. decr. X : V. 

Et fi propofita fuerit quarta ratio tam mutabilis, quam limes hujus rationis 
decrefcentis; eodem mododemonftrabitur, rationem ex quatuor rationibus datis 
compofitam limitem efie rationis decrefcentis compofitae ex quatuor rationibus 
mutabilibus: & fic deinceps, quicunque fit numerus rationum propofitarum. 


4°. Sit ratio A : B limes rationis crefcentis X : T 

B : C limes rationis decrefcentis T : Z 

C : D limes rationis crefcentis Z : V- 

X : ri 

Dico: rationem X : V (quae componitur ex rationibus T : Z j, poffe fieri 

majorem^ q uacun q ue ratione propolita, quae fit ratione A : D (quae com- 

minorem 1 ^ r r major V1 

A: B 1 

ponitur ex rationibus B : CJ ; feu rationem C : D e/Te limitem rationis X : V. 

Sint AB , BC , CD , DE ipfis 

A , C, D, refpeftiv£ aequales, 
i °. Sit ratio propofita Ab : CD minor ratione AB : CD; & proinde fit Ab <AB . 
Sumatur Ab' & fit, uti ^ ita De; & proinde lit De> DE. 

Fiat (quod poflibile per byp ) X : ^ : BC 

Eft femper T : Z > : CD 

Fiat (quod poflibile per hyp.) Z : V > CD : 23e' 

Erit X : ^ : De' 

> Ab : 


2°. Sit ratio propofita AB : De major ratione AB: DE (&proinde De<DK. 
Fiat, uti CD : DE, ita Cd : De; & proinde fit Cd<CD. 

C 3 Eft 


Fig. io. 




Eft femper (liyp.) X : ¥ < AB : BC 

Fiat (quod poffibile per hyp.) T : Z < BC : Cd 

Et eft femper (byp.) ' Z : V < Cd : De 

Ergo X : V < AB : De. 

Proinde ratio X:V fieri potefl quacunque ratione propofita 

quam ratio AB : DE. Proinde (§. 13.) ratio AB : DE eft limes rationis X : K 
Methodum demonftrandi reliquos, qui heic obtinere poftunt cafus, abunde 
hoc exemplo liquere exiftimo. 

Obfervatio. Cafus, ubi una aut plures rationes conflantes occurrunt compo¬ 
nendae cum rationibus mutabilibus (limitum capacibus), ita facilis & evidens 
eft ex praecedentibus, ut uno exemplo eum fufticiat illuftrare. 

Sit ratio A : B, limes rationis mutabilis decrefcentis X : T. 

Sit ratio B : C, aequalis femper rationi T : Z. 

Dico, rationem A : C efle limitem rationis decrefcentis X : Z. 

Etenim quoniam X : T A ’. B 

et T: Z = B : C 

Erit femper X : Z > A : C 

Sit ratio data A : C major ratione data A: C(A> A). 

Fiat (quod poffibile per byp.) X : T < A : B 

Eft femper T : Z = B : C 

Ergo X : Z < A' : C. 

Proinde ratio A : C compofita ex rationibus ^ ^ limes eft rationis decrefcen¬ 
tis X 1 Z, ♦ 

Corollarium 1. Nominatim, fit aliqua ratio data limes rationis mutabilis, 

crefcentis vel decrefcentis; ratio duplicata, triplicata, quadruplicata,. 

prioris pariter erit limes rationis crefcentis aut decrefcentis, quae eft duplicata, 

triplicata, quadruplicata.rationis mutabilis. 

Hinc fpeciatim, fi ratio quaepiam data limes eft rationis mutabilis cre¬ 
fcentis vel decrefcentis dimenftonum homologarum duarum figurarum fimilium, 
fuperficialium vel folidarum: prior ratio duplicata limes eft rationis fuperficie- 
rum figurarum; eademque ratio triplicata eft limes rationis capacitatum figura¬ 
rum folidarum. CoroL 
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Corollarium 2. Si rationes, quae funt limites duarum pluriumve rationum 
mutabilium, refpe&ivd aequales fint rationibus, quae funt limites totidem alia¬ 
rum rationum mutabilium; dico: rationem, quae eft limes rationis ex prioribus 
rationibus compofitae, aequalem efle rationi, quae eft,limes rationis ex pofterio- 
ribus compofitae. 

Exemplum . Sit lim. X : T( = a : b') — lim. X ' : T' 

lim. T : Z(= b : c) = lim. T : Z' 

lim. Z : = e : d) = lim. Z' : J' 1 , & fic deinceps 

erit lim. X a : d) = lim.X' : 

Pariter fit lim. X : a : b) = lim. X' : T' 

r : Z(= £ : r) = lim.r' : Z' 
lim Z : ^(= r : d) = 

Erit lim.X : ?"(« a : d) == lim.X’ : Z'; & fic deinceps, 

quicunque fit rationum numerus, & quomodocunque rationes limites & ratio¬ 
nes conflantes in fimilibus proportionibus inter fe combinentur. 

Corollarium Si rationis X : T limes fit ratio A : B 

& rationis Z : V limes fit ratio C : D 

fit etiam rationis XZ : TV limes ratio AC : BD. 

Etenim quoniam A : B — lim. X : T 
AC : BC. = lim. XZ : TZ 

Pariter BC : CD = lim. TZ : TF 

Hinc AC : CD = lim. XZ : TV\ quod verum, 

quicunque fit rationum numerus. 

Corollarium 4. Rationis A : A + x limes fit ratio aequalitatis. Rationis 
A ± x : T limes fit ratio data a : b . Dico, rationis A ± x : T+ x limitem 
cfle rationem a : b. 

Dem. Quoniam lim. A : A±x = 1 : 1 


et 

lim. A+x: T = a : b 

Erit 

lim. A : T = a : b (§. 14.) 

Hinc 

lim. A :A+T = a : a+b (§. 7.) 

Sed 

lim. A+x: A = 1 : 1 

Ergo 

lim .A±x:A+T = a : a+b (§.14.) 

Hinc 

lim. A+x : 7 + x = a : b (§. 7.) 


§. 16. 
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§, 15. Theorema. Rationis X : T limes fit ratio data a : b 

& rationis X' : T ' limes fit eadem ratio a : b . 

Dico, rationis X+X 1 : T+T limitem efie rationem a : b, 
i°. Ratio data a : b, limes fit utriusque rationis decrefcentis X: T, X':T\ 
Eft ideo femper X : T > a : b 

X' : T > a : b 

Proinde X+X: fr+^'> « : & 

Sit ratio propofita quaecunque a + <* : b major ratione a : b. Dico, fieri pofle 
X+X': T+r' < a + z : b. 

Etenim, fiat fimnl X : T < a + « : b 

X' : T’ < a + x : b (quod fieri poteft per hyp.) 

et erit X+X': r+2~ < a + « : b. 

2°. Demonftatio eadem eft, fi ratio data a : b limes fit utriusque rationis 
crefcentis X : T, X' : T. 

3°. Ratio data a ; b limes fit rationis decrefcentis X : T 



Corollarium. Si rationum quotcunque X : T , X ': T ', X": T\ X ': T* . 

limes fit ratio data a : b ; erit etiam rationis X+ X’ + X" + X'" .. 

T+T*+T n +T* .limes ratio a : b. 


§• 16. Theorema. Sit a: quantitas mutabilis, qu?e poteft reddi minor qua¬ 
cunque quantitate propofita. Sint A, B, C, D . L, M, N coefficientes 

magnitudine dati. Sint etiam a, b, e, d .... I, m, n exponentes 
pofitivi dati non minores unitate, & fuccefiive crefcentes. Sit Q functio quan¬ 
titatis 
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titatis mutabilis qualis fequitur: 

Q = Ax* + Bx fc + Cx c + Dx d -f- . . . . Lx' -f jJfom -f Nx n . 

Dico, funftionem Q pofle fieri minorem quacunque quantitate propofita. 

Conjlruffio, Determinetur quantitas x , fic, ut quilibet terminus’ feriei pro- 
pofitae inde a primo Ax* major fit termino qui illum immediate fequitur bis 
fumto. Scilicet, fi duo termini quicunque contigui, fint Lx' , q at 

Lx l > 2Mx m ; feu jL; & fiat x minor quolibet horum valorum ita 

2A1 

determinatorum. 

Primus Cafus. Omnes coefficientes A, B y C, D ... L, M, AT fint pofitivi. 

Quoniam unusquisque terminus major eft termino qui illum immediate 
fequitur bis fumto, quilibet terminus major efl fumma omnium terminorum 
fubfequentium, & nominarim, primus terminus Ax* major eft fumma omnium 
reliquorum. Proinde Q<zAx*. Atqui cum x fieri poffit minor quacunque quan¬ 
titate data , a fortiori x* poteft reddi minor quacunque quantitate data, & etiam 
(§. 6.) zAx* poteft reddi minor quacunque quantitate propofita; & proinde Q 
poteft reddi minor quacunque quantitate propofita. 

Secundus Cafus. Coefficientes dati B, C, U, E . . . . L , AT, qui pri¬ 
mum fequuntur, non fint omnes pofitivi. 

Omnibus ut antefaftis, tanto magis hoc cafu erit Q< zAx*; unde Q poteft 
reddi minor quacunque quantitate propofita. 

Quod fi A fit quantitas negativa; omnia pariter vera erunt, fignis mutatis. 

Nominatim. Exponentes a, b, c, d . . . . 1 , m, «, fequantur progreflionem 
arithmeticam numerorum naturalium; ita ut fit 

Q = Ax d- Bx* + C.v 3 + Dx 4 + . . . Lx*-2 -f Mx«-i + A^n. 

Facio Q<2/4 v, poterit Q. efle minor quacunque quantitate propofita. Etr quo¬ 
niam hic cafus eft omnium frequentiffimus : ad illum obfervationes fequentes 
earumque demonftrationes applicare fufficiet. 

Obfervatio 1. Qusecunque dicta funt de ratione dupla, potuifieut etiam dici 
de quavis alia ratione majoris ad minorem. Scilicet, p exiftente numero ma¬ 
jore unitate, fi ratio cujuslibet termini feriei Q ad terminum, qui illum im¬ 
mediate fequitur, facta fuerit major ratione numeri p ad unitatem, erit 

D 
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Q < -P~Ax; & proinde (per hyp. & §. 6.) Q poteft reddi minor quacunque 

P~~ i * 

quantitate propoli ta. 

Obfervatio 2. Quae difta fuerunt de cafu, quo numems terminorum feriei Q 
datus eft, applicari etiam, fub datis conditionibus, poffiunt adcafum, quo nu¬ 
merus terminorum eft illimitatus. Quod accurate evolvi meretur, & in Differ- 
tatione jam memorata Expojition elementaire des Principes des Calculs fuperienrs haud 
congrue fuerat omiffiim. 

i°. Coefficientes A, B , C, D .fequantur legem aliquam decrefcen- 

tem. Fiat * Erit x l > 2x l + T . 

Sed ponitur L > M 

Ergo a fortiori Ex 1 > 2HIx l + l . Proinde fa&o *<§, omnes ter¬ 
mini funftionis Q fequuntur progreftionem decrefcentem, & quidem velocius 
quam progreffio geometrica, cujus quilibet terminus eft fubduplus termini prae¬ 
cedentis. Proinde lAx major eft fumma progreflionis, quicunque fit numerus 
terminorum, & Q poteft reddi minor quacunque quantitate data. 

2 0 . Coefficientes A , B , C, D . . . . crefcant juxta progrelfionem geome¬ 
tricam quamcunque. Sit ideo M = pL 

fafto x < — 

2 P 

erit < —x 1 

ip 

et Mx i+i iz.aci ; feu Lx 1 > aJKfri+i. Ideo ter¬ 

minus quilibet minor erit duplo praecedentis: unde ut prius concludetur. 

3 0 . Coefficientes A, B, C, D . . . . . crefcant quidem, fed lentius quam 
juxta aliquam progreffionem geometricam. 

Ita omnes termini, qui priores duos fubfequuntur, minores erunt, quam 
fi coefficientes dati crefcerent juxta progreffionem geometricam, cujus expo¬ 
nens effiet exponens rationis fecundi termini ad primum. Unde praecedens con- 
clufio valet a fortiori. 

4 0 . Coefficientes A, B, C, D .crefcant quidem a primo inde usque 

ad cofefficientem datum L , velocius quam in progreffione geometrica, fed ab hoc 
inde (fi crelcere pergant) lentius quam in progreffione geometrica crefcant. 

Fiat 
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Fiat (uti 3°.) terminus, cujus coefficiens L major fumma omnium ter¬ 
minorum fequentium. Tum per conftruftionem hujus theorematis fiat primus 
terminus major fumma omnium terminorum usque ad terminum, cujus coeffi- 
ciens L. Erit, a fortiori, primus terminus major fumma omnium terminorum 
fequentium. 

Quod attinet ad cafus, quibus coefficientes non funt omnes pofitivi, aut 
quibus alterne crefcunt & decrefcunt juxta legem datam, & quod ad incrementa 
illorum attinet, modo conditionibus praecedentibus confentaneo: conclufiones 
illis cafibus a fortiori ne&untur. 

Ceteris vero cafibus, quibus coefficientes ultra omnem limitem crefcentes ali¬ 
quam legum incrementi praecedentium fequi non confiat: ha&enus dubito, theo¬ 
rema pofie feriebus, quarum numerus terminorum eft indeterminatus, applicari. 

§. 17. Ut neceffitas praecedentium diftinftionum luculentius pateat, ex¬ 
emplum evolvam, quod in fequentibus magni erit momenti. 

Exemplum. Sit * n potentia quaecunque quantitatis variabilis *, quae, mu¬ 
tata at in a; Hh A*; fit 

x n 4- «a^Aa; 4-^. —... ?x n ~3AA : 3 4 - ”.. .^-l3x n -4A.v 4 Hh. 

12 1 3 1 4 

Proinde potentia * n , mutata x in x 4; &x, accipit mutationem, 

+ (nx^-iAx ± — . n ~-lx n -2Ax 2 + — ... ^l3x n -3Ax 3 ± ~... jc^^Aa: 4 4-.) 

— v 1 2 13 I 4 

Jam vero ponatur, mutationem Ax pofie fieri minorem quacunque quantitate 
propofita: dico, mutationem fimul faciam potentiae a:" etiam quacunque quan¬ 
titate propofita fieri pofie minorem. 

i°. Sit n numerus integer pofitivus. Prior feries abrumpitur, & proinde 
afiertum verum eft per §. 16. 

2 0 . Sit n numerus pofitivus non-integer major unitate. Series praecedens 
non abrumpitur quidem, fed facile demonftratur: coefficientes terminorum, in 
quibus exponens mutationis A* fit major quam n + i, continue decrefcere. 

Etenim fit m numerus integer pofitivus immediate minor quam n 4 - 1 . 

Coefficiens termini * n -*”A* m , erit ..— Coefficiens alius 

D 2 cujus- 
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cujuscunque fequentis termini n n -C m +OA Ar m + r eft 

n n — i n — m n — 11 ~ ~ Q»+r) 

I 2. • • * * m j rl m+2 m+r+i 

cujus cum certe unusquisque factor, inde a factore !L_? fit fraftio vera, prae- 
dicli coefficientes continue decrefcunt; praeterea iidem alterne fiunt pofitivi & 
negativi. Proinde (§. 16.) feries propofita potefl fieri minor quacunque quan¬ 
titate propofita. 

3°. Sit n numerus negativus quicunque major unitate. 

Series praecedens non abrumpitur quidem, fed exponens rationis duorum 
coefficientium fefe proxime fequentium continue decrefcit* Etenim coefficien- 

tes trium terminorum fefe proxime fequentium, fmt 
n n -\-1 n-\-m 

12 ’ »i+\ 

n n -fi n+m+l 

T' 2 . m+2 

n n+i n+m +2 

I ’ ~2~ . »1+3. 

Exponens rationis fecundi horum coeffrcentium ad primum, eft == i + ^^y 

et exponens rationis coefficientis tertii ad fecundum eft ~ 1 ~t-~ 


et quoniam -—- ”—?, praedifti coefficientes lentius quam in progreffione 

*w+3 " 

geometrica crefcunt. Sic igitur fumta ratione ut primus terminus feriei 

praecedentis major fit fecundo ejus termino bis fumto, tanto magis quilibet 
alius terminus major erit duplo termini fequentis; proindeque applicari poteft 
demonffratio §. i6 ri . 

4°. Exponens n fit numerus negativus minor unitate. 

Singuli faftores coefficientium - . — . . . funt fraftiones verae, & 

i 2 m+\ 

proinde coefficientes continue decrefcunt. Quare tanto magis applicari poteft 
demonftratio §. I6 1 *. 

In omni igitur cafu mutatio po te ^ re ^di minor quacunque 

quantitate propofita. 
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§. 18. Theorema . Omnibus ut in theoremate §. 16. pofitis, fit 

Q = P + /tf* 3 -f + C*c + _|_-+ L*1 + Mx* + iYvn. Dico, 

rationem aequalitatis efle limitem rationis Q : P decrefcentis aut crefcentis? 
prouti A eft quantitas pofitiva aut negativa. 

Etenim (per theorema §. 16.) fiat priore cafu Q < P -f zAx* 

altero Q > P — iAx *, R at i 0 
aequalitatis eft limes rationis decrefcentis P -f 2 Ax* : P 

& limes rationis crefcentis .— zAx* : p. > a fortiori, ra¬ 

tio aequalitatis limes eft rationis decrefcentis aut crefcentis Q : p y prouti A eft 
quantitas pofitiva aut negativa. 

Obferuatio Quae de cafu, quo numerus terminorum fun&ionis Q eft illimi- 
tatus, praecepta fuerunt (§. 16. Obferv. 2.) huc pariter valent. 

= (- V + A- V ) n — x n 
A y 

Exemptum. Sit * & mutatio &x poiTit fieri minor qua- 

A.v 

cunque quantitate propofita; ratio aequalitatis eft limes rationis Q : 1. 

§. 19. Applicatio. Sint x & y duae quantitates, quae fimul fieri poftint 
quacunque quantitate propofita minores. Sint Q & Q' duse fun&iones praedi- 
ftarum quantitatum conditionibus §§. 16 — is. confentanea?, ita ut iit 
Q = P 4- Ax * + Bx* + Cx c ft- Dx& -f ..... . 

Q' = P' + A'x*' + : B'xU+ CV + DV+.. 

Dico, limitem Q : Q' = P : P 1 , 

Etenim: lim. Q : P = 1 : 1 (§.18.) 

P : P = P : P 1 
lim. P : Q' = 1 : 1 (§. r£> 

Ergo lim. Q : Q' =* P : R' (§. 14.) 

§. 20. Theonnut. Sit x quantitas mutabilis, quas major reddi poteft qua¬ 
cunque quantitate propofita. Sint A , B , C, D . ... L, M, N coefti- 

cientes magnitudine dati. Sint a, b f c y d ... . i y „ eX p 0 . 

nentes etiam dati continue decrefcentes. 

D 3 


Et 







Et fit Q = Ax : 2 -f Bx b -f Cx c -f Dx* -f • • • Lx^ -f- Mx m +Nx n . Dico, ratio¬ 
nem aequalitatis efie limitem rationis Q : Ax *. 

Demonjlratio. Q = x* ( A-\-B -f C — + D -L. -f-... L— + M — —1- 

J ^ v i A . a _ c x a-d 1 * a -l A' a ~ m jca-n 

Quoniam autem a; major poteft fieri quacunque quantitate propofita, i_ poteft 
fieri minor quacunque quantitate propofita; & quoniam a, b,c,d...l,m,n, 
continue decrefcunt, exponentes a — b , o—f, a—d . . . a —/, a— m, a —», con¬ 
tinue crefcunt; & proinde, quantitate mutabili x pofita majore unitate, termini 
-ir, . . . . , continue decrefcunt; & proinde 

J^a-b’ A a-c j^a-d’ *a-l’ A -a-m x a-n’ ’ r 

(§• l6 0 quantitas + C_L_ + -f - ♦ • 4 * L— +M- 1 —-+N- 1 - poteft 

y n A a-b jca-c A a-d A -a-l A a-m . v a-n 

reddi minor quacunque quantitate propofita. Hinc quantitas A limes eft quan- 
titatis A 4- 5 — + C—+D— a + ... ,+ Jll~ + i\Li_, feu 

lim. A ; + + D—,+ ...L-L- + MJ-+N-±- = m 

A a-b X a "C AT a ” d A' 2 " 1 A a_rn A a * n 

& lim. Ax*:Ax*+ Bx *» -f- Cxc -f £>A d + . .. Lx l -f- .Ma™ + Nx n = i : i. 
feu tandem lim. Ax* : Q * i : i. 

Exemplum. Exiftente » numero integro pofitivo: vidimus (§. y. Introd.y 

fummam poteftatum ordinis tn numerorum naturalium % ab unitate usque ad n 

continue crefcentium, efie fequentem: 

fn *«= —_ n m +i -f- Bn m + CV»' T1 —i 4 . -J- En™—3 4- ..... . 

«J-hl 

Proinde lirn./« m : -i—=1:1, 
w+1 

feu lim./« m : «x»»*" = 1 : «*+i* 

Hoc eft: limes rationis fummae poteftatum cujuslibet ordinis numerorum natu¬ 
ralium continue crefcentium inde ab unitate, ad maximum hoium numerorum 
toties fumptum quot funt praedifti numeri, eft ratio unitatis ad exponentem 
praediftarum poteftatum unitate auftum. 

Sic lim./» : n.n = 1:2 

lim./» 2 : n.n 2 = 1:3 

lim./tz 3 : ».» 3 = 1:4 
lim./» 4 : w.» 4 = i *5 

&C. &C. §. 21. 
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§. 2i. Theorema . Sint duas quantitates data^ limites duarum quantitatum 
mutabilium. Multiplicentur in fe invicem tam quantitates datae quam quanti¬ 
tates mutabiles. Dico: produftum ex priore multiplicatione ortum, efle limi¬ 
tem pofterioris produfti. 

Sint A & B duae quantitates datae, & fint X & V duae quantitates muta¬ 
biles, quarum limites fint A & B. Dico: produftum AB efle limitem pro - 
dufti xi: 

Primus Cafus. Sint quantitates A & B limites quantitatum decrefcentium 
X&T. Sit ideo X = A -f- x 

^ = B-\-y _ 

XT = AB + Ay+Bx + xy. 

Dico: produftum AB efle limitem produfti (decrefcentis) XT. 

Etenim lim. B : B + y ^ 1 . z ^ ^ 

Ergo lim. Bx ; Bx + xy = i : i (§ io .) 

Pariterque lim . AB+Ay+Bx: AB+Ay+Bx+xy = i : i (§. 2 .) 

Sed per hyp. * & y poliunt fieri fimul minores quacunque quantitate P ro- 
pofita; ergo & Aj, Bx poffunt fieri fimul minores quacunque quantitate pro- 
pofita (§. 6.), & etiam Sjy + Bx poteft fieri minor quacunque quantitate pro- 
poflta (§. 6.)- Proinde quantitas AB efl: limes quantitatis AB+Ay + Bx (§. 6.), 
& eadem quantitas AB efl: limes quantitatis decrefcentis AB + Ay -j- Bx 4- v:/ 
feu XT. Scilicet lim. AB : AB+Ay+Bx = i : i 
lim. AB+Ay+Bx : XT = i : i 

Ergo lim. AB z XT = i : i. 

Er proinde AB efl limes produfti (decrefcentis) XT. 

Secundus Cafus. Sint quantitates A Si B limites quantitatum crefcentium 
X & T, Sit X = A- x 

JL = B -y 

XT = AB-Ay—Bx+xy. 

lim. B:B-y =i:i (§.3.) 

Ergo & lim.BxiBx—xy =1:1 (§. 10.) 

Pariterque, lim .AB-Ay-Bx:AB—Ay-Bx+xy(=xr) = 1:1. (§. 2 .) 

Sed 
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Sed ut prius, AB effc limes quantitatis (crefcentis) AB — Ay — Bx. 

Hinc lilii. AB : AB—Aij■—Bx = i : i 

Km.AB—Ay— Bx : XT = i : i 

Ergo lim. AB : XT = i : i (§. 14-) 

.Proinde AB eft limes produfti crefcentis XT. 

Tertius Cafus. Sit A limes quantitatis decrefcentis X, 

B limes quantitatis crefcentis T. 

Sit ideo X = A + x 
T = B—y 

XT = AB-Ay+Bx-xy. 

Erit lim. B : B—y —1:1 

Ergo lim. Bx : Bx—xy =1:1. 

Et lim. AB — Ay+Bx : AB—Ay+Bx — xy (= XT) =1:1. 

Sed ut prius AB eft limes quantitatis (live crefcentis live decrefcentis) 
AB-—Ay + Bx. Hinc lim. AB : AB — Ay^Bx =1:1 
lim.^— Ay+Bx : XT == 1 : 1 

Ergo lim. AB : XT' = i : i 

Et proinde AB eft limes produrii (live crefcentis ftve decrefcentis) XT. 

Applicatio. Sint A , B, C, D, .quantitates datae; & fint totidem 

quantitates mutabiles X, T, Z, T, .quarum priores fint limites. Di¬ 
co : produ&um ABCD ..... efle limitem producti XTZV . 


Etenim 

A & B funt limites quantitatum mutabilium 

X 6 c T ; 

Ergo 

AB 

eft limes produfti mutabilis 

XT 

Sed 

C 

eft limes quantitatis mutabilis 

Z 

Ergo 

ABC 

eft limes produ&i mutabilis 

XTZ 

Sed 

D 

eft limes quantitatis mutabilis 

y; 

Ergo 

ABCD 

eft limes produfti mutabilis 

XTZV ; & fic deinceps, 


§.22. Lemma notum. In omni proportione geometrica continua fumma 
terminorum extremorum major eft termino medio bis fumto. 

Corollarium 1. In omni proportione geometrica continua; exceffus quo ma¬ 
ximus terminus medium fuperat, major eft exceflu quo terminus medius fuperat 
minimum. Coro/- 
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Corollarium z. Sit progrefiio geometrica crefcens: differentia duorum ter¬ 
minorum contiguorum crefcit inde a minimo usque ad maximum. 

Corollarium 3. Sint duae progreffiones crefcentes, una geometrica, altera 
arithmetica, quae duos primos terminos habeant communes, & quarum termi¬ 
norum numerus idem fit: reliqui termini progrefiionis geometrica? majores funt 
terminis progrefiionis arithmeticae aequ£ ab extremis diftantibus. Idem a for¬ 
tiori valet, fi terminus fecundus progrefiionis geometrica? major fit termino fe¬ 
cundo progrefiionis arithmeticae. 

Corollarium 4. Sint duae progreffiones crefcentes, una geometrica, altera 
arithmetica, quae duos terminos extremos (h. e. primum & ultimum) com¬ 
munes habent, & quorum numerus terminorum idem fit. Reliqui termini 
progrefiionis geometricae minores funt terminis progrefiionis arithmeticae aeque 
ab extremis diftantibus. 

Theorema. Datis duobus terminis extremis progrefiionis geometricae, nu¬ 
merus terminorum ita poteft augeri, ut minoris terminorum datorum & ter¬ 
mini huic proximi differentia minor fit qualibet quantitate data (hoc termino 
dato minore). 

Sint P & Q duo termini dati, quorum P minor; & fit a quantitas data. 
Sumatur differentia Q — P terminorum Q & P- Repetatur quantitas data a 
toties, ut fuperet differentiam d-P', fit - numerus vicium, quibus repetita fuit. 

Dividatur differentia C± —P in n partes aequales. Tum inter terminos datos 
P & Q inferantur « termini continue geometrice proportionales. Dico faftum. 

Etenim inter duos terminos £> & Q inferantur totidem 'termini n continue 
arithmetice proportionales : fint p & p' termini ipfi P-proximi in progrefiioue 
geometrica & arithmetica. 

Erit (per Coroll. 4. praec.) p <p'; & ideo p — P<p — Atqui (per 
conftruftioncm) pP < a; ergo a fortiori p — P < a - 

Corollarium 1. Terminus itaque datus P limes eft quantitatis mutabilis p ; 
proinde ratio aequalitatis etiam limes eft rationis crefcentis P : p (§. 3.) 

Corollarium 2. Sit q terminus, qui terminum Q immediate praecedit. Quo¬ 
niam P : P = q : Q, ratio aequalitatis etiam limes eft rationis crefcentis ? : Q, 

E ieu 
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feu limes rationis decrefcentis Q: q (§. io.). Proinde quantitas data Q pari¬ 
ter eft limes quantitatis mutabilis crefcentis q (§. 3.)- 

Corollarium 3. Quoniam ratio ^ = (f)" = Q)"i Qp" = f = ^ : 

& pariter ’ hinc (§0" = ^ Proinde aufto « 

ratio aequalitatis eft limes rationis fubmultiplicatae rationis cujuslibet propo- 
fitae; feu tam lim.(^) n quam lim, = 1. Quare, fi vel S = 

1 

lim. <= 1, quaecunque fit z five major unitate, five minor eadem. 

Scholium. Breviter adhuc, quae illuftrandis tum praecedentibus quibusdam, 
tum fequentibus necefiaria funt, de quantitatum, quae majores aut minores 
fieri pofiunt qualibet quantitate propofita, poteftatibus exponentis dati ad¬ 
jungam, 

i°. Sit z quantitas, quae major fieri poteft qualibet quantitate propofita; 
& fit n exponens datus integer pofitivus. Crefcente z, crefcit a fortiore pote- 
ftas z n ; & proinde, a fortiori, poteftas s n major fieri poteft quacunque quan¬ 
titate propofita. 

Sit autem exponens datus numerus fraftus formae feu proponatur fun¬ 
ctio Y"z. Quaecunque fit quantitas propofita a, fiat b^a*; tum fiat (quod 

n n 

poffibile per hyp.) s > b > a" : erit etiam > 1 Tb > a. 

Hoc pariter obtinet, fi exponens datus fuerit numerus fraftus -i; ita ut 

n - 

funttio propofita fit = s n . Fiat enim tum fiat 2>£, & pro- 

r m m 

inde > b ™: erit etiam z n > b n > a. 

Si autem exponens datus fuerit numerus negativus; feu fi funftio propo¬ 
fita fuerit crefcente z, fun&io haec minor reddi poteft quacunque quanti¬ 
tate propofita. Etenim propofita fit quantitas —: fiat per cafum primum z n £>a; 

a 
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2°. Sit quantitas z talis, quae minor reddi poteft quacunque quantitate 
propofita; dico, etiam quamlibet ejus poteftatem z n poffe quacunque quantitate 
propofita fieri minorem, fi n fuerit numerus pofitivus; & contra, eandem quan¬ 
titatem fieri pofle quacunque quantitate propofita majorem, fi n fuerit nume¬ 
rus negativus. 

Cafus hic ad primum facile reducitor. Quoniam enim z poteft quacunque 
quantitate propofita fieri minor; & proinde etiam (-i-) major fieri poteft 

quacunque quantitate propofita; unde z n minor erit quacunque quantitate pro¬ 
pofita. 

Caput Secundum. 

De rationibus differentialibus et integralibus. 

§• 23- 

*Xit x n potentia quaecunque quantitatis variabilis x. Sit etiam an-i x , pro- 
duftum ex eadem quantitate mutabili per quantitatem datam Quan¬ 

titas variabilis x recipiat mutationem quamcunque Ax; unde duae quanti¬ 
tates aP-ix & x n fiant an-i (x 4. Ax) & (x+Ax) n ; & proinde praediftae quanti¬ 
tates recipiant mutationes fimultaneas 

& ~ xn-i&x + - J + - . ■ . —jc"-3Ajt3+- • • • +... 

i 12 13 1 4 

Ratio liarum mutationum fimultanearum aequalis eft ideo rationi 

a n 'i : + - .~x n- ^Ax + - ... —,xl l ” 3 Ax a -f-- .. . ^x B " 4 Ax 3 +... 

I i 2 13 1 4 

Proinde, quamdiu n eft numerus quicunque ab unitate diverfus; ratio praedi- 
ftarum mutationum differt a ratione a n ~i : «x n -*. At vero x manente eadem, 

decrefcente A*, quantitas - . —x°-2Ax — xa-SAx 8 -!- «... --^x n - 4 ^x 3 -|-... 

12 13 i 4 

poteft fieri minor quacunque quantitate propofita (§. 17*) '■> P r oinde quantitas 

” x n ~i limes eft quantitatis 
I 

2 . x n -i -f- !L m —x*-* Ax-f- - • • .'^--* n * 3 Ax a -f !! .., !LJx n - 4 Ax 3 4-. Et 

1 ’ 12 13 1 4 

ratio a "- 1 : -x n -i limes eft rationis mutabilis 

i 

E 2 


flfl-I 
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in-i; ” A-n-i -J- 2. 2lix n -2Ax -f -... H-—?x nm 3Ax 2 + ”... ^JL^jcn^Ax 3 + • 


I 12 

fcu lim. - = 22!!_i; & proinde etiam lim. — w * n_I * 

a"-iAx an-i r A.x 

Quoniam autem hic notandi modus lim. A - x ~ feu lim. calculo mi- 
nus eft commodus; & tamen hoc lignum aliaque limilia faepiflime occurrunt: 
facilitatis calculi gratia (& quidem, quod probe notandum, unice hac de caufa), 
figno'minus commodo lim. fubftituatur hoc & fic conftituatur aequa- 


Ax 


dx 


tio — = 
dx 


d. x n 


24 . Maximopere vero cavendum eft, ne credamus fymbolum ^ > 
quod formam magnitudinis ex duabus compofitae prae fe fert, revera elfe fym- 
bolum compofitum; acdefignare fraftionem, cujus termini fint d.A" & dx; quaft 
d.A* n & dx denotent certas quantitates, & ut ita dicam, minufcula (minia- 
tures) quantitatum verarum A.x n & Ax: aut ne credamus, ex aequatione 
d* n = «A n -i pofle deduci hanc d.* n = nx n -idx. JLxpreffio - incomplexa 
eft atque peculiaris, ad defignandos exponentes limitum rationum fimultaneo- 
rum quantitatum mutabilium x n & x incrementorum facilitatis caufa introdu- 
fta: & quamvis veftigia confervet originis fuae figna d.x" & dx figil- 

latim fpeftata nullam amplius ad quantitates veras A.x n & Ax relationem ha* 
bere firmiter tenendum eft. Quae monita eo magis urgenda elfe cenfeo, quod 
do&rina haec quaeftionibus nonnullis inanibus fuit exagitata; quae ne motae qui¬ 
dem fuiffent, fi ad genuinam fymboli illius indolem Mathematici femper atten- 


diflent. (<i) 

Hoc exemplo praeeunte, quae fequuntur definitiones, facile intelligentur. 

§. *+ 

(d) Nonnulli etiam, qui veram figni huius naturam agnoviffe videntur, aufi non funt, 
quam hic profiteor fententiam amplefti. Videatur v. gr. Difltrtatio Abbatis Caixjso 
in novis Commentariis Academice Taurinenfis T. II. ubi fic ftatuit Auttor: II ne 
fujjit pas de voir clairement que ^ etant la limite du raport ^ ,* et ^-5 l a 

limite du raport on aura, £ + lorsque v = xz: mais , ilfaut 

d'abord 
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§. 25- Definitiones . Limes rationis mutationum, quas duae pluresve quan¬ 
titates mutabiles fimul fufcipiunt, dicatur earum ratio differentiatis; & exponens 
hujus rationis dicatur exponens differentiatis. Operatio, qua exponens differen- 
tialis quaeritur, dicatur differentiatio. Item: calculus, qui occupatur rationibus 
differentia!ibus inveftigandis, dicatur calculus differentiatis* 


Sit P funftio quantitatis mutabilis x; exponens differentialis harum quan¬ 
titatum defignetur —. Item, fint P& Q duae quantitates mutabiles quaecun- 
d x 


que, exponens differentialis harum quantitatum defignetur 


Et fymbola 


.... fpettentur tanquam figna fimplicia, nulla apparentis ipforum 
compofitionis ratione habita. 


Hinc, fi P eft potentia ordinis cujuscunque « quantitatis mutabilis x t 
d P 

= wjf n i (§. 23.) Pariter fit Q potentia alterius ordinis m quantitatis mu¬ 
tabilis x; erit 4-^ = Hinc 4^ = —x n - m . 

dx dQ m 

Etenim lim. A P : A.v = «x n -i : 1 


item lim. A* : AQ = 1 : 

Ergo lim. AP : AQ = «x n -i : tnx m ~i (§• 14.) 

feu Q? — —x n -™. 
dQ *n 

Item: fit P funftio quantitatis mutabilis x, qualis fequitur 

P = Jfx* + Bx b +C*c + ZW + +JH x*" -fifon 


fit — = + + Nnx”-i. 

dx 

§. 26. Exercitii caufa adjungam nonnulla exempla variarum funftionum. 
Sint P& Q duae quantitates mutabiles, quae referantur v. gr. ad eandem quan¬ 
titatem mutabilem x: quaeritur exponens differentialis 


E 3 (P+AP) 

d'abord attacher une idee nette et precife d dv , dx, dz; afin que ces exprejffions 
fignijient quelque chofe par elles - mentes et independamment les unes des autres. 
Cum nuperrime vir «deo fagax ejusmodi difficultatem moverit, e re profefto effecen- 
fendum eft, in limine, & cum prima illius ligni introduftione, lettorem de vera 
ejus fignificatione monere. 
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(P+AP)(Q + AQ) = PQ + PAQ + QAP + AP. AQ 


Hinc 

et 


a .pq 

A. PQ 
Aa 

Hinc lim. ^ 
Aa 

dPQ 

djc 


feu 


PAQ + QAP + AP. AQ 

P^+Q^ + ^.dQ. 
d* A* 

P. lim. -f Qlim. 

Aa ^ Aa 

pjW' 

dA d.A 


Eodem modo = PQ.^ + ie^S 

d AT d AT d A* 

= />q 

dx dA dx 
d.PQKS _ P n„dS +s d.PQR 

d a* d a d a 

= + PPS d< ^ + QRS^f. 

dA dA dA dA 

Et fic deinceps. Scilicet exponens differentiatis produtti quotcunque quanti¬ 
tatum mutabilium, & alius cujuscunque quantitatis mutabilis a, aequalis eft 
fummae produ&orum omnium priorum quantitatum^ una excepta, per expo¬ 
nentem differentialem. hujus quantitatis & praedi&ae quantitatis a. 

Eademque regula applicatur ad inveftigandos exponentes differentiales 
quantitatum fra&arum. 

Etenim ? = PQr'; ideo ^_0 = f^ZL + Sed (§. 25.) 

K. dA dA ** ' 


i£ = -<H& &ideo = €r .dP_ pQ _ J dQ = 9ff - 1 % 

99 ’ 

m modo fequenti. 

Sit £ = 2, erit P^QZ; hinc £ = + 2« 


^ ° iP 
dx dA dV dA ^ dA 

Exponens hic differentialis obtinetur etiam modo fequenti. 

dJP 
d x 

_ 0 dZ Pdjp 

dZ _ idP P d£ 

dA — 9 dx 99 ^ 

« o d JL_ r*2 

v d a d A 

99 ' 


Hoc 
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Hoc eft. multiplicetur denominator fractionis per exponentem differentialem 
numeratoris, ab hoc facto fubtrahatur produftum numeratoris per exponentem 
differ e ntialem denominatoris; oritur exponens differentialis fradionis. 

Hisce exemplis continetur univerfus calculus differentialis, quatenus ad 
functiones tantum algebraicas pertinet. (De quantitatibus tranfcendentibus & 
exponentialibus poftea dicemus.) 

3 

Sit v. gr. quantitas ?^(axx-x 3 ), cujus quaeritur exponens differentialis. 

Sit Y\ci xx-x 3 ) = (axx-x 3 )*. 

dP - 2 

= %(axx-x 3 ) z&ax-sx*) 

_ 2 ax-$xx _ 2 a x - 3 XX _ 2A-3X 

3 3 (axx-x 3 )*) 3 x£(*(a-x) 2 ) " ^(a-x) 2 )* 

Sit *"y + Ax*y q + Bx r y* + Cx'y v +. 

d P 

d'x = tnx m 'Y + pAx*~ l y q + rBx r ' l y s + tCx l ~Y+ . 

4 - l^(».v n y w -f- qAx^y^ 1 4 - sBx r y % ~ 1 4 - vCx x y Vml 4*.) 

§. 27. Quemadmodum ex data relatione mutua duarum pluriumve quan¬ 
titatum mutabilium quaeritur earum ratio differentialis: iic viciflim ex data 
ratione differentiali duarum pluriumve quantitatum mutabilium, quseri poteft 
relatio mutua ipfarum quantitatum. Haecjrelatio dicatur ratio integratis; ope¬ 
ratio qua ratio integralis quaeritur, dicatur integratio; & calculus, qui occupa¬ 
tur inveftigatione rationum integralium, dicatur calculus integratu. 

(\j) _ 

Exempla. Data fit ratio differentialis ^ = x*» = ^^(« + 1)^" : fft ratio 
integralis P = ^^xM-i. 

Sit ratio differentialis = y 4 - ; fit ratio integralis P =* xy. 

1 p dy 

Sit ratio differentialis ‘ * 3 ar ; fit ratio integralis P = SL, 

yy y' 

Obfervatio 1. Data relatione mutua duarum pluriumve quantitatum muta¬ 
bilium complexarum, quarum termini pattim funt conflantes: hi termini con¬ 
flantes non afficiunt exponentem differentialem. Quare viciffim, data ratione 

diffe- 
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differentiali duarum pluriumve quantitatum mutabilium, non unica ei refpon- 
det ratio integralis; fed haec ratio, praeter quantitates mutabiles per rationem 
differentialem determinatas, aflumere etiam poteft terminum conflantem, qui 
vulgo per C defignatur. 


Ita fi 





fit P = C + 

P = C + xy 

'=c + r 


Quantitas haec conflans C, quae, rationis differentialis tantum fatione habita, 
efl indeterminata, plerumque per naturam quaeflionis propofitae determinatur. 


Exemptum. Sit = (x— <?)«; & quaeratur ratio integralis huic rationi 
differentiali refpondens, talis, ut ratio illa evanefcat, quando x = a. 


Ideo P = C-fAtqui quantitas —a)n+i evanefcit, 

polito x = a’ ergo C = o: & P = « a ) n + I , quae nunc dicitur ratio inte¬ 

gralis completa. 

Sit vero = (a-f-*) n ; & quaeratur ratio integralis talis, ut evanefcat 
pofito x = o. 

P= C+^—Ca + x^n+i. Atqui, pofito * = o, + fi t «n+r. Ergo 


C= --p-fl n +f. P roinde P = ~~((fl+>)n+I— an+i) 

= — /!±£flnjr+^.-VlJC s +^...^n-2^3 + »i+t # . 

« 4 -A i 12 13 I ' 4 

= «n* 1 _|- IhUllan-ix* 4. 2 ^ n * 3^4 4. t 

1.2 1.2.3 1 ...4 

Exemplum. Sit ^ = _L_=(«+.v:)-i; & fit P=o, quando * = o. 


P — t _ I X 


_ I It- _ t _ I 


Scholium, 
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SchoEum. Sic exceptidnem tolli cenfeo communiter huc USquc pr&ceptnm 

integrationis formulae — = —I— s= (a-p*)- 1 , quae deducere videtur ad rcla- 
d x a -f x 

tionem integralem P =t= C-f §(a-4-*)°, fenfu omnino cadam, & quam ideo alia 

methodo explicare mathematici allaborarunt: cum oftenderim, formulam illam 

d P 

eodem prorfus modo evolvi, quo formula generalis _ = («+*)", feu 

P = C 4- - T —( r a4-jc) n + I ; addita conditione, quod evanefcat, fi x = o. (Vid. 
a+i 

praeter alios, Euleri Calculus integratis, T. I. pag. 26. & 27. ubi illuftris hic Ma¬ 
thematicus iterata vice exceptionem illam affirmat.) Ipfe eandem fententiam 
profeffus fui in Diflertatione: Expojition elementnire des Principes des Calculs fupe - 
rieurs pag. 93. Fatendum tamen, cafum hunc a reliquis eatenus efle diftin- 
guendum, quod fubftra&io indicata (a-f*) n +i— a n +1 peragi, & divifione a&ft 
inftituta faftor n+i tolli necefTario debeat, ut formula intelligibilis emergere 
poflit. 

Obfervatio 2. Data relatione mutua duarum pluriumve quantitatum muta¬ 
bilium, ratio differentialis earundem femper poteft obtineri, ideoque calculus 
differentialis poteft dici omnimode completus. Idem non valet de calculo inte- 
grali. Scilicet data ratione differentiali duarum pluriumve quantitatum muta¬ 
bilium non femper obtineri poteft relatio earum integralis. Nempe non ob- 
ftantibus affiduis fagaciflimorurn mathematicorum ftudiis calculus integralis 
adhuc in cunabulis jacet; nec ulla regula omnino generalis praefto efle dici 
poteft, qua omnes omnino formulae poflint ad integrationem perduci. (Quid¬ 
quid hoc refpettu fperaverit fagacifs. Dii.Paccassi. Vide Phyfikahfche Arbeiten der 
eintrdchtigen Freunde zu iVien. 1736.) 

Nimium a fcopo meo abluderet, formulas, quarum integrationes inpromtu * 
funt, exponere, pariter atque artificia, quorum fubfidio plurimae formulae inte¬ 
grantur, quae primas calculi integralis regulas effugere videntur, tum & in¬ 
venta varia, quibus integratio formularum complexarum ad integrationem for¬ 
mularum (fpecie faltem) fimplicium reducuntur. Confulendi eam in rem funt 
au&ores, qui de calculo integrali fcripferunt, eo fine, ut ipfum perficerent aut 
tironibus explanarent: quos inter nominare Rifliciet Cotesii Trattatum de 

E Har- 
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Harmonia menfurarum , aut Walmesley Anahjfe de la mefure des raports et des an~ 
gles, & prae omnibus Euleri Infitiationes calculi integratis. («) 

§. 28. Cum exponentes diflerentiales quantitatum mutabilium plerum¬ 
que & ipfi quantitates mutabiles fint; quae de qualibet quantitate mutabili difta 
funt, ejusmodi quoque exponentibus differentialibus pofliint applicari. Nomi- 
natim quaeri poliunt exponentes diflerentiales iftiusmodi exponentium difie- 
rentialium. 

Sit v. gr. P funftio quantitatis mutabilis cujus exponens diflerentialis 
Quod fi exponens hic & ipfe mutabilis eft: [indagari pariter poteft tam 

dP 

ratio mutationum fimultanearum quantitatum variabilium & x; quam ratio, 

dx 

quae eft limes iftius rationis, atque ejus exponens. Ratio, quae limes eft ra¬ 
tionis mutationum fimultanearum exponentis diflerentialis duarum pluriumve 
quantitatum mutabilium & unius ex illis, dicatur ratio differentiatis fecundi ordi . 
nis; & exponens praedittae rationis dicatur exponens differentiatis fecundi ordinis. 
Exponens itaque diflerentialis fecundi ordinis funftionis P & quantitatis 
a iLE * 

mutabilis x eft lim. dx : & eadem de caufa, qufi. prius, nempe majoris cal- 
A x 

culi facilitatis caufa, exponens ifte denotetur figno Et hic (imo etiam, 

fi fieri poflet, a fortiori) repetenda funt, quae de fimplicitate fyniboli hujus 
monui, non obftante ejus apparenti compofitione. Ne quis quaerat: quid fit 
ddP, neque quid fit d* 2 ? Nullum, quod fatisfaciat, obtinebit refponfum. 
Confideret potius fymbolum ~- tanquam exprefiionem unicam & fui generis, 
cujus termini apparentes nullam fervant relationem aut nexum cum quantitati¬ 
bus A 2 i J , & Ax 3 , ex quibus incautiores mathematici eos derivare aggredi pof- 
fent, & reipfa nimium frequenter aggrefli funt. 

Si 

(a) Utut imperfeftus etiamnum fit calculos integralis: ea tamen eft multitudo formula¬ 
rum, tam quas integrare, quam quas ad fimpliciores reducere licet, & formulae hse 
jn tot voluminibus, vel a privatis mathematicis, vel ab academiis editis, difperfaefunt; 
ut gratam aeque ac utilem mathematicis navaret operam, qui formulas jam integratas 
(Cotesii & Walmesley exemplo), in tabulas apte difpofitas redigeret, quarum 
ope faepenumero a labore taediofo & fuperfluo vacare liceret. 
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Si exponens differentialis fecundi- ofdinis fit < 5 c ipfe quantitas mu¬ 
tabilis: operationes, quae cuilibet quantitati mutabili applicatae fuerunt, huic 
etiam exponenti poterunt applicari; & nominatim quaeri poterit tam ratio mu¬ 
tationum fimultanearum quantitatum mutabilium quam ratio limes 

iftius rationis, & ejus exponens. Haec ratio dicatur ratio differentiatis tertii ordinis, 
& exponens ejusdem dicatur exponetis differentialis tertii ordinis. 

Exponens igitur differentialis tertii ordinis praedi£tee funftionis P eft 
A ddP frip 

lim. dg3 ; & majoris calculi facilitatis caufa defignatur fymbolo j-j-, quod 

pariter fpeftandum eft tanquam fignum unicum, incomplexum, non quafi com- 
pofitum ex duabus partibus d 3 P & dx 3 . Neque movenda eft quaeftio abfona, 
quid (int termini illi apparentes; neque comparatio aliqua fignorum d 3 P& dx 3 


cum quantitatibus A 3 P & Ax 3 eft inftituenda. 

Hinc facile liquet, quid fint rationes & exponentes differentiales altiorum 

ordinum, 4 t5 , 5", 6 li ... n»; & quid denotare cenfenda fint fi gna illis 

- , d *P & 5 P d 6 P d "P 

refpondentia, jjj. jj*- • • j*- 


En aliqua exempla praecedentibus illuftrandis apta. 
Sit P = x«. 

Erunt ~ 


ddP 
dx* 
djP 
d x* 
<HP 
d x 4 
d3P 
d x 5 


11. n- i.$ n "* 
n. n - 1 . n - %. x n -3 
n.n-i - . . n* 3• x °-4 
#i. n -1 . . . w - 4. x n *5 


= «.»-1 . .. »-(m-i)x n " m . 

dx m 

Si exponens n fuerit numerus integer pofitivus, feries haec exponentium 
differentialium abrumpetur. 

E. 2 Sci- 




44 


Scilicet: iit *»=», erit = n.n-i 
ax n 


.2. I.*°= I. 2.3 


et 


d«-HP 
d*»+i ‘ 


Nempe exiflente n numero integro pofitivo: exponens differentiatis, cujus ordo 
per ipfum potentiae exponentem detfgnatur, fit conflans; & exponentes difle- 
rentiales ordinum fuperiorum evanefcunt. 

In ceteris cafibus, ubi n non eft numerus integer pofitivus, nunquam per^ 
venitur ad exponentem differentialem conflantem, nec ad evanefcentem. 

Secundum Exemplum. Sit P =; zy y & quaerantur omnes exponentes diffe* 
rentiales refpeau ejusdem variabilis cujus a; & y cenfeantur efTe funaiones. 

Sit ideo P 


*y 
= z iZ 


A* 


da: 


dx 




d — = * e J!z:+ 2 —.& + f/ 


ddz 


d -lE = n ddz d y 4 . u d3z 

dx3 dx 3 


— = 4- 6 d — .^4- 4 d3z 

dx-* dx4 ' \ix dx 3 dx 2 dx 2 ^dx 3 dx ' ^dx4 


d£ p _ 
dx 3 


5 ^?.pz -f- io d l5:.4ir . I0 djx dd^ , d4z dy , dS Z 
dx5 dx dx4 dx 2 dx3^ ax3 dx* ^ 5 dx4 'dx"^*ri^* 


Generatim. 

d m P __ . m dz d™-jf m nt-i ddz d™-?y _, w <fo cfo-iz , d"»* 

dx m da: m 1 cfx dx m_I 1 2 dx 2 dx^-3 1 dx ’ dxm-i ^dx 1 "’ 

Identitas (jam a Leibnitzxo obfervata, Mfcell. Rerol 1710.) Concientium 
terminorum fucceffivorum harum formularum cum concientibus formulae bi- 
nominalis Newtonianae neminem attentum effugiet. Ipfeque differentiationum 
fuccefhvarum proceffus identitatem hanc liquido manifeflat. 


Sit 
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Sit P = ^ = 




d P _ r dy 

— = X“ r ^ — yx~ 


dx 


- d - = x ~ l6 *y r- ~ d r v -a . 2VJC -3 
da; 2 31 


= *-i2r - + 6^-3 _ 6 „*-4 

dx3 dx3 ^dx 2 dx ^ 


d 4 P _ x _jd4y 

dx-t dx 4 

&c. 


+ 12 % x 3 - J 4^" 4 + a«*“ 5 . 

&C. &C. 


Sit -P = (xx—«a) m = 
Sit y = (x+a)™ 

^ = ro.(x+n ) m -1 

s= w. W-I .(x+o)m —4 

dx 2 


(x-fa)m.(x—a)™. 

2 = 

dz = 

dx 

dds _ 
dx 2 


d ? y __ 
dx 3 “ 
d 4 y _ 
dx 4 “ 


Wl - 2 • (x-ffl)™—I 

wi.... tn - 3 . (x-f a) m —4 


d 5 y 

dxs 


m- m - 4 . (x-f a) m —5 


d s 2 __ 

dx^ 
d 4 S __ 
dx 4 “ 
d 5 z _ 
dx 5 


&y_ 

d* n 


m .... m - (»i-i) (x+o)" 1 - n . 



(x-a) m 
♦«(x-fl)m—1 

fM.m-i .(x-a) m —4 


WJ- 2 . (x-fl)m—3 


fw. *.. m - (« -1) (x-a)™—n k 


Hinc = w . (x— a> 

dx 


. (x+a)m-r 
+ m . (x—a) m —i . (x+a) m 


~ = m . m — i . (x—a)™ . (x+n)™-* 

2 • W . fff. (x—fl) m — I . (x-fA)™ - ”* 
+ m , m— i . (x— a) 111 —(x+a)m 

F 3 


d3P 

dx 4 
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= w.m-i . tu —2 . (x —n)™ . (xH-a) m —-3 
+ 3 .ut.m . m —i . (x—fl)™—i. (.v-f -a)m —2 
4 - 3-w.w-i . m . (x—a)™—2. (x-j-<O m—1 
-f i. m . m-1 . m —2 . (x—tf)™—3. (x4-0) m 


= m . tu —3 . (X‘ —a) m . (x4- n ) m “4 

+ 4 . m . m . m —i . tu —2 . (x—a)**— 1. (jf+fl ) m ""3 

+ 6 . tu . fw-i . 01 . »1—1 . (x—a)m—2. (x4-a) m —2 

4-4.0* • w-i . 01—2 . 0* . (x —a)m —3 . (x-J-a) m —1 

4-1.0** * • • • m —3 . (x— ri )™—4 . (x4-a) m 


4 -1.0*. * • • * 0*—3 . (x—4 . (x 4 -a) m 

Ordo regularis, jujcta quem coefficientes fefe fubfequuntur, longe apertius 
patet, quam fi quantitas (xx—a«) m non fuiflet in factores fuos foluta. 

Utut regularis fit poftrema feries; eo tamen cafu, quo 0* eft numerus in¬ 
teger negativus, diflerentiationes fucceflivas paulo aliter inftituere juvabit. 


Exempli caufa: 

: fit 

01 = 

— 

1; ideoque P 

d P _ 

1 

f- 

(* 

~«r 2 1 

Hinc dx 

2 a 

i + 

(* 

+<o- 2 > 

ddP _ 

1 

;+ 

i . 

2 . (*— <0 -3 > 

dx* 

2 a 

i— 

1. 

, i 

d 3 P__ 

I 


1. 

2.3 .(x-a)-> 

dx 3 

2 a 

i + 

1. 

2 • 3 • (■*+ a ) _4 

d 

1 


1. 

• • • 4 ■ (■*— fl ) - 

dx 4 

2 a 

1- 

1. 

... 4. (*+n)- 

d 5 P 

1 

f— 

1. 

...5 •(*-«)■ 

dx 5 

2« 

i + 

1. 

• • • S • ( JC + 0 ) _ ' 


-C— - 

2 a\x-a x 4 -a' 


x-a.x+a 2 a\x-a x+a' 


&c. &c. &C. 

Tironibus identitatem utriusque differentiandi proceflus oltendendam, uti va* 
rias alias abbreviationes evolvendas, relinquo. 
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§. 2Q. Quaecunque de imperfeftione calculi integralis, quod ad exponen¬ 
tes differentiatas 'primi gradus attinet, difta funt; tanto magis valent de inte¬ 
gratione formularum differentialium fecundi, tertii, altiorumqueordinum, quas 
nonnifi perpaucis cafibus inftitui poteft; utcunque eam promovere allaborave- 
rint mathematici, quorum hanc in rem inventa colle&a exhibet celeb. Eule- 
rus in opere jam laudato lnjlitutionum calculi integralis. Uluftrationis & exer¬ 
citii caufa pauca quaedam exempla facillima hic fufficiant. 

Sit g = {*+«)* 

Hinc ~ = C-{ -—'x-HO m + I 

dx w-f-i 

Unde rurfus z = C l +Cx + — ■ 1 —— 
w+i. wi-j -2 

Quoniam quaelibet integratio introducit aliquam quantitatem conflantem, 
poft fecundam integrationem duae occurrunt quantitates conflantes C' & C, 
quae plerumque per particularem aliquam quaeftionis conditionem determinantur. 
Sit 

TT = 
dx n 

= C+ ——(at+a) m +t 

d* n_I 


d n -2S 


= C'+Cx + 


#»+1 • W+2 


(AT+fl ) m + 3 


♦w +3 
CX 3 + 


(x+o)w +3 


dx*-* 

= C"+C'x+>.Cx* + -— 
dx n -3 fW-j-I 

=C"’+C"x+iC , ^+—- . , , 

dx»-4 * 1.2.3 W+I...W+4 

j°~ sa =Ov+C ul Jt+-LC"JT ! + — Ojc 3 +— Cx 4 + 




dxn -5 


I ...3 


i -4 


w-j-i... w-f-5 




^|=CN-...+CN-.v^ + ^CN:V*»+. + ,-TV-> C ^”‘ 3+ m J . - 

dx 1.2 1.2...« 0 w+i -..m+n-2 

ds _/"N-nJ_CN-i»x+ -L CN-»^ 9 +—I- C N * V * 3 +. • • 4 - 1 Cx n * 24 - 1 

di T i.a i -*-3 1.2...K-2 


w+i...m+B-i 


(jc-fa)m-fn-;: 

(x+n)m+n-i 


2 = CN--+ CN-“a;+— C n - u 'JC°+-~CN-> v j;3+. ..+- 1 Cx^i +- i -(jt+aJm+B. 

1.2 I,2 *3 I. 2 ...M-I «+I...M+» 


Caput 
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Caput Tertium. 


De theoremate Tayioriano. 

§• 30 - 

heoremate, quod Taylorianum dicitur, data mutatione quantitatis mutabi¬ 
lis, determinatur mutatio, quam ejusdem quantitatis mutabilis funftio qugecuu- 
que recipit 

Theorema hoc tam multiplicis eft in calculo diiTerentiali & integrali ufus, 
ut accurate explicari, & quo par efi: rigore, demonftrari mereatur. Taylor 
(Mathematicus Anglus) illud expofuit in opere fuo infcripto: Methodus incremen¬ 
torum direffa inuerfa (Lond. 1715.); fed ex formula (§. p. Introd .) 

p™ — p + ™i\p 4. t IL.—.T 1 A z p 4 - H , , n lZ 2 a 3 /J+ . , 

1 12 1 ‘3 ' ’ • 

__ p *nAx A P m£x (w-i)A* A z P wA.v (;w-i)Ax (w-2)Ajc A 3 /> 

1 A* i 2 Ax» ~ 2 3 *Ajc 3 . + ”" 

confequi tantum indicavit. Plerique poft illum autores fupplendse huic dedu- 
Gioni ideam infiniti adhibuerunt, quam hoc opere penitus eliminare fludui. 

In Diflertatione infcripta: Expojttion elemsntalrc des principes des calculs fupe - 
rieurs, theorematis hujus demonftrationem ad notiones claras & mere elemen- 
tares revocare allaboravi. Cum vero, quam pag. 47—51. propofui, demonftra- 
ftratio (inprimis autem quod attinet ad exprefliones in pag. 51. contentas), 
minus firma mihi videretur, neque mihi omnino fatisfaceret (quod innui pag. 
207.); aliam pag. 208-210. fubjunxi, Academiae Berolinenfis de praedifta Dii- 
fertatione judicio pofteriorem; quam & ili. Kjestnerum (Anfcmgsgriind* der 
Analyfxs des Unendlichen , 2te Aufl . §. 144 feq.) jam tradidilTe poflea comperi. Ni¬ 
titur ea hoc fundamento, quod funftio quaelibet quantitatis mutabilis ferie po¬ 
tentiarum hujus quantitatis in conflantes quasdam duftarum exprimi poflit, qua 
redu&ione admiffa, demonflratio haec mihi plane fatisfacit. 

§. 3 t- Primus Cafus. Sit x* poteflas quaecunque quantitatis mutabilis 
quas fiat x 4- b; ita ut x° fiat (*+£)“. Jam vidimus (§. e. Introd ») effe 


= * n 4—”*n-i b + — . t Ll± x n-2b* + n 

I 12 X 


«- 2 _ ,,, , n 

- x n ~ 3 b 3 4 -_.., 

3 I 


«-2 

-A.v n «4^4 . . 

4 


Sit 



Sit 

Erit (§. 28.) 
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cU 

= n.n- i. A n -4 

d* 2 


= n.n- i .n-2’ * n " 3 


«- 3. a «-4 
«-4. JC n ~5 


, r , lMn n . b dP b 2 ddP ^ d 3 P M d 4 P ^ d 5 P , 

v 1 d* i.2d.v a 1...3 d* 3 1...4d* 4 1...5 d* 5 


Proinde exiftente P potentia qualibet quantitatis mutabilis .v, valor hujus po- 
teftatis, refpondens mutationi propofitae b quantitatis mutabilis x , exprimitur 
per hanc mutationem b , & per exponentes differentiales ordinum fucceflivorum 
ipfius illius poteftatis & quantitatis mutabilis x . 

§. 32. Secundus Cafus . Funftio propofita P quantitatis mutabilis .v aut fit 
immediate ex potentiis quantitatis mutabilis at compotita, aut ad eas redufta. 

Scilicet fit P = Ax* + + Cx c + Dx*-$ ExC . 

feu fit P = Q + R + S + T + V . 

ubi Q, P, S, T , V .funt potentias quae¬ 

libet quantitatis mutabilis x, coefficientibus datis adesse. 

Sint etiam P\ Q‘, R', S\ T\ V' .valores omnium prae¬ 

dirarum funftionum, quos recipiunt, quando x, accepta mutatione b , fit 
Erit ideo P = Q + R + S + T+ r+ . 


P = 

Q 

+ 

R 

+ 

S 

+ 

T 

+ 

V ■ 

dP 

d* 

dQ 

d.v 

+ 

d R 
d* 

+ 

dS 

dx 

+ 

d T 
dx 

+ 

dV 

dx 

ddP 

ddQ 

4- 

ddP 

+ 

ddS 

+ 

dd T 

4- 

dd^ 

d* 2 

d.v 2 

dx 2 

d.v 2 


d* 2 


dx- 


G 


<HP 

d* 3 
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d*P = dfQ d 3 /? d 3 S d^T , d 3 F 

dx 3 dx 3 dx 3 dx 3 dx 5 dx 3 

djVP = , d*Jt VS d 4 T d 4 ^ 

dx 4 dx 4 dx 4 dx 4 dx 4 dx 4 

d^P ^ dfQ d^? d 5 S d 5 T djT 

dx 5 dx 5 dA 5 dA 5 dx 3 dx 5 


d™P = d m Q d™7? _* dK d m T d m /^ , 

dx m dA m dA m '*~ m "*~ A '- m "" 


Item P' = Q’ + .ff' 
Atqui (Cto. /.) 


dA m dA m dA m 

+ S' + T‘ + P' 


Q' = Q + + *13,+ JL + . . 

i dA 1.2 dA 3 1.2.3 dA 3 i...4dA 4 L..5 d.v 5 

■ __ R b_ cU? b*_ ddR _b^_ d^R J >4 d 4 J? l> 5 d*R 

1 dA i.2dx 2 i.2.3dA 3 i...4dA 4 + i...5d* 5 

S' = S + ~~ — ddS ^ d 3 ^ 6 4 d 4 S 65 d 5 S + 

1 dA i.a dx* 1.2.3 dA 3 1...4 dA 4 I...5 dA 5 

T 1 = T + idT. ilddT , _^i M^d 4 T J^dfT 

1 dA 1.2 dA* 1.2.3 dx 3 i. v 4dx 4 i.„5dA 5 

v * v A- b dr . dd^ , b 3 d s /^ & 4 d 4 /^ 6* d 3 /^ 

1 dx 1.2 dx* 1.2.3 dx 3 + i..-4dx 4 i.„5dA 5 


Hinc P 


b dP ^ £* ddP ^ fr 3 d 3 P 6 4 d 4 / 3 d 5 P 

1 dx i.2dx* i.2.3dA 3 "^i...4dA 4 + 1...5 dA 5 



Proinde, admifla funftionis cujuslibet quantitatis mutabilis in poteftates 
quantitatis hujus decompofitione, rigorofe omnino theorema Taylorianum de- 
monftratur. Defiderari tamen poterat, ipfum, reduftione illa non fuppofita, 
fufficienter ftabiliri: quod in Diflertatione infcripta Theorematis Tayloriani demon - 
ftratio (Tubingae 1789.) praeftitit clar. Pfleiderer, poftulando tantum, muta¬ 
tionem A P funftionis P, quae eft funftio mutationis Ax variabilis a, talem efle, 
ut exprimi poflit per potentias hujus mutationis, quarum exponentes fequun- 

tur 
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tur progreflionem numerorum naturalium. Hujus methodum fuccintte expo« 
fi tam hic fubjungam. 


§. 33. Sit P funttio quaecunque quantitatis mutabihs 
Sint P' , P", P' u, pis y py . . . . PN, pn+i, valores, quos fun&io illa 
induit, fi loco x fubftituantur quantitates 

x + Ax, x4-2Ax, X4-3AX, X + 4AX, a: + 5AX . . . . x + wAx, x + (w+i)^x. 


Sit etiam P 1 

= P + 

-4ax 4 - 

Bax* 

+ 

Cax3 4 - 

Dax4 4 - 

Hinc P ' 1 

= P4- 

2 Aax 4 - 

2*BaxZ 

+ 

2 3 CAX 3 4 . 

a4X)Ax4 4 * 

pu 1 

= P + 

3 v4ax + 

3 *BAx 2 

+ 

3 3 CAX 3 4“ 

3 4 BAx 4 4 - 

piv 

= P + 

4^4Ax + 

4 2 BAx 2 

+ 

4^CAx3 + 

44DAx4 + 

P v 

= P + 

$AAx + 

5 =Bax 2 

+ 

5 3CAx3 4 . 

54 DAX 4 4. 

pN 

= P + 

nASx^r 

n 2 BAx« 4 - 

»3CAx3 4 . 

/t 4 jDAx 4 4 - 


P*M-i s= P4-( w+ ,)^Aa:+(n+i) a £^ a +( / »+l) 3 C > Ax3 4-(rc4i)4DAx4 4 - 


Unde 

aP(=P 1 -P) =Aax + 
aP 1 (=P ,, -P 1 ) =Aax + 
aP i, (sP u, “P 11 ) =Aax + 
AP in (=P lv -P' 11 ) =^Ax + 
AP V (=P V -P :V ) =AAx.{. 


Bi\x 2 + 

( 2 9 -i)BAa :2 4- 

( 3 »-a 2 )BAaO 4 - 

( 4 *- 3 *)Ba* 2 + 

(5 2 - 4 2 )BAx 2 + 


Cl\x 3 4 - 
Ca3-i)CAx3 4 - 
( 33 _ 2 3 )CAx 3 + 
(4 3 -3 3 )Cax3 + 

( 5 3_43)CAa:3 4. 


Dax* 4- . • 
( 2 4_ i ) j Dao:4 4- . . 

( 3 4-a4)DAx4 4- . . 

( 44 - 3 4 )DAx 4 + , . 

( 5 4 . 4 4 )DAX 4 + . . 


A pN-I^JpN_pN*i^ == ^ Aa . + ^ 2 _( ;i _ I ^ a )B Aa .2 + ( n 3.(«-i)3)CAx3 4-(« 4 -("-i) 4 ) D A*4 + . . . 

A pN( = pN+I_pN) == ^AX+C(" 4 - I ) , -rt 2 )BAx 2 +((/t+l) 3 -/l 3 )CAx 3 +C('»+l) 4 -^ 4 )DAx 4 + . . . 


In his aequationibus coefficientes r« differentiae funt primi ordinis nu- 
merorum naturalium; proinde (§■ £• Tntrod.) inter fe aequales, nempe = 1; & 
differentiae ulteriorum ordinum evanefcunt. Hinc fit 


G 2 


hP 
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A 2 P(=aP' - a P) 

= A”(a 3 . 

.. i)Pax 5 

4* 

A” (2*...i)Cax3 

4- A”(24. 

.. O-DAx* 

+ 

c. 

< 

il 

< 

Jl 

G, 

=a u (3 8 .. 

,. i 2 )Bax* 

+ 

A"(33...i3)CAx3 

4- A ,, ( 3 4. < 

,.i4)J5ax4 

4- 

A 3 P i, (=aP ,1, -aP u ^ 

*=A n (4 2 .. 

, . 2 2 )BAX 

4- 

A u (43 ... 2 3 )CAx3 

4- A 11 ( 4 4 . 

..24)I?Ax4 

4-. 

A 3 P ll, (=AP lv -AP ,n ) 

= A”(5*., 

,.3 3 )BAx 3 

4- 

A n <^ 3 ...3 3 )G\a:3 

4- A n (5 4 . 

•*3 4 )-DAx4 

4 -- 


A 8 P N - , (=AP N -AP N -i)*=A <, (n+ I )a..(n- I 2 )BAa:a+A ,, (»+i)3..C« I > 3 CAa:34A ,, C»+i)^..(«- I )4DAar4+... 

AJPN^pN+i^p^^uc^^a .. /ia )Ba>?+A ,, (»+2)3...»J;CAx3 + A n 0z+2)4 ... /*4 )£Ax4 + ... 

In his aequationibus coefficientes t« Z?A* 3 funt differentiae fecundi ordinis fecun¬ 
darum pote/latum numerorum naturalium; proinde (§. q- Introd .) conflantes, ■nempe 
i* 2 > & differentiae alteriorum ordinum evanefcunt. Hinc fit 


A3P(=A2Pi-A2P) 

= A u, ( 3 3. 

• .l3)CA*3 

4-A m ( 3 4...i4)J[>A*4 

+ A'"( 3 5. 

..l5)£A*5 

4.. * 

A 3 P 1 (=A 2 P^-A 2 P*) 

= A U, (43. 

. .t3)Ca#3 

+ A n, (44...l4)DAx4 

+A'' f ( 4 5. 

..l5)£A*5 

4-... 

A3P>'(=A2P t,, -A2P») 

= a,,, (53. 

.. 23)CAx3 

4-A u, C5 4 ...a 4 )DAx4 

-f A u <55... 2 5)£a*5 , 

4-... 

A3p»’( = A2P* v -A2P ,, 0 

= A'"(63...33)CAX3 

+ A ,n C64... 3 4)DAx4 

4-^65,. 

•35)£Av5 

4-... 


=A , "(« 42 ) 3 ..„- I ) 3 CA* 3 +A ,n C»+ 2 ) 4 ..«-l) 4 £)Ax 4 + A ,M C« + 2 ) 5 ..(«_ 1 ) 5 £A^ 5 +... 
A3pN<=A 2 J^I.AaP 1 *) — A i,, (»+3)3. .. «3)CAx3+A"*(«+3) 4 - • • « 4 )DA*4 +a u, («+3)S ... «5)£a*5 + .. . 
In his aequationibus coefficientes t« CA* 3 funt differentiae tertii ordinis tertiarum 


pcteftatum numerorum naturalium; proinde (§• q- Introd.) conflantes, nempe = 1.2.3, 


& differentiae ulteriorum ordinum illorum 

coefficientium evanefcunt. Hinc rurfus 


A4P(=A3P , -A3P) 

= A IV (4 4 *. 

. l)DA *4 

4-A IV (45...i)£A* 5 

4- a ,v ( 4 6 ., 

■ . l)PAJf6 

4 -..; 

A4 P 1 (=A3P ,, -A3r‘ l ) 

= A ,V ( 5 4 *- 

.. i)DA*4 

4-A ,v (55...i)£a*5 

4- A 1V (5 6 . 

•. i)Fa*6 

4-... 

A4P n (=A5 P MI -A3P") 

*=■ A ,v (64 . 

.. 24 )DAx 4 

+ A ,v (65...25)£Ax5 

4- A IV (6 6 ., 

..2<>)FA*6 

4-:.. 

A4P>‘'(=A3 P ,v -A 3 P m ) 

= A IV ( ? 4. 

.. 3 *)DA* 4 

4-A ,v ( 7 5... 3 5)£Ax5 

4 -A ,v ( 7 6 .. 

• 36 )PAjr 6 

4-... 


A1 />N - A3fN ' I ) = A' v (n + 3 ) 4 ..(^ I ) 40 At 4 + A'V( n+ 3 ) 5 ..(«.i) 5 £ 4 * 54 ,A' v (n+ 3 ) 6 ..(».i)«F 1 i A . 6 +... 

A<J> N (=A3 J’ S +'-A’f N ) =A' v (ii444 . . .*)4DA*4+A ,v (»+4)5...»5)£a* 5 + A ,v (»+ 4 )< 5 . . .«6)FAxt+. 

In his aequationibus coefficientes t« da* 4 funt differentiae quarti ordinis potefta- 


tum 
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tum quartarum numerorum naturalium; proinde (§. q- lutrod.) conflantes, 
nempe = i. 2. 3. 4. & differentiae ulteriorum ordinum evanefcunt. 

Hinc fumtis differentiis quinti ordinis funftionis P coeflicientes t« E&x 5 
fiunt differentiae quinti ordinis poteflatum quintarum numerorum naturalium; 
proinde (§. q.Iutrod.') conflantes, nempe = 1. 2.. .. 5. & differentias ulterio¬ 
rum ordinum evanefcunt. 

Unde procedendo ad differentias fexti, feptimi, ociavi.. . . ordinis 
funftionis P; coefficientes terminorum FAx 6 , GA* 7 , H&x* .. . . qui re- 

fpeftive funt differentiae - - fexti, feptimi, oftavi.... ordinis 

poteflatum - fex tarum, feptimarum, oria varum .... nu¬ 

merorum naturalium fiunt refpeftive quantitates conflantes, 

1.2...6, 1.2...1.2...8 .... & 

differentiae ulteriorum ordinum evanefcunt. 

Sumtis itaque rationibus differentialibus fucceflms, quas ex praecedentibus 
aequationibus confequuntur, fit 


d P 

d* 

A 

Unde A = 1 

dx 

ddP 

d.v a 

I. 25 

B = 

'i. 2 dx 2 

d^P __ 

1. 2.3G 

c — _J_ 

d* 1 ' 


1.2.3 dx J 

d A P __ 
dx* 4 

1.2..4 D 

5= 1 

1.2. ..4 dx- 4 

d 5 P ^ 

dx 5 


1 d5P 

d op _ 

1.2.... 6 F 

= «1£ 

dx 6 

1 .2... 6 d.v 0 

d__ 
cu“* 


M = 1 _d">.P 

I. 2 ... f» dxm* 


G 3 


Pro- 
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Proinde 

P'(=P 4 - AAx 4- BAx 2 4 - CAx> + DAx* + EAx$ + FAx<> +...) 

A* 3 ddP Ajc» d<P A* 4 d 4 P A * 5 d 5 P Ax 6 d 6 P 

i dx + i. 2 dx 2 + 1.2.3 dx i 'T^ 2 . 7 /[ cU 4 - 1.2..5 dx 5 ^1X^6 dX” 
5 - 34. Uberrimi hujus proppfitionis ufus in fequentibus patebunt. Heic 
unum exemplum mere algebraicum utilitatis ipfius afferre fufficiet: differen¬ 
tias omnium ordinum funftionis cujuslibet quantitatis mutabilis per differen¬ 
tias poteftatum numerorum naturalium determinando. 


Quoniam —P+ — Ax — 

1 djc 

et P*+i=P + ” +I ajc 1 ? 

I d x 

, »* mp 

4- Ax' 1 -— 

1.2 ax 2 

(«+i)’ Ar * dd/> 

1 .2 dx 2 

, » 3 <\*P 

+ - - Ax 3 -— 

1.2.3 d* 3 

+ 

1.2.3 dx 3 

+ - n4 &X*#* 

+ (”+ I >lA* 4 d4jP 

1.2. ..4 dx 4 

+ 1.2...4 d*4 

+ " 5 

, («+i) 5 Ajc 5 d 5 -P 

1.2...5 d a: 5 

" 1.2...5 d* 5 

4 -. 

+. 

+. 

+. 

Erit AP* 7:4-1 - n A dP 

(=i»N +I . /) N) x dx 

ApN+I — H-2-(»+l) Av dP 

1 dx 

+ (k+'T-’‘\ x *mp 

1.2 dx 2 

+ (»+2)H«+i)^ v3 ddP 
1.2 d a;* 
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Hinc ^ 2 7^( = ^pN+i./vjD N _ 

= ” + 2 ~ 2 («+0 + » \ x dP 
i ^ dx 

+ (»+2) a -2(w4-i) 3 +« a Ar3 ddP 

1.2 d.V a 

-f (”+2) 3 - 2(ff+I ) 3 +>'’ 3 A r? d 3 P 
1.2.3 dx* 

+ (V+2Y- tfa+iy+n ^^dtp 

1.2... 4 ' dbf* 

(> 74 - 2 ) 5 « 2 (» 7 +l) 5 +»’ i c d ; P 

1.2... 5 * dx* 

+ ----- 

+. 

Hinc A ? PN( = ^PN+i-A*PN) — 

_ (’»+3)-3( B +2') + 3(”+0-» ftT dP 

1 dx 

, (»+3) c - 3(fl-f2)*4-3(«-f i ) 3 - « 3 A jd p 
i-a dx* 

, OH- 3 ) 3 - 3( ff + 2 ) 3 +3( w + I ) ,s “ n* A v 3 d 3 P 

+ 7 .Ti- S* 

4. (H-3) 4 ‘ 3(”+ 2 ) 4 +3(*H-i V- » 4 a r <d 4 P~ 

1. 2... 4 dx 4 

(«+ 3 V- 3 («+a) s + 3 («+i ) 5 - " 5 A y; d ’ P 

1.2..5 dx* 

+. 

+. 


A 2 PN4-i = 

_ »+3~ 2 C”+2)4-»+i ^ v dP 
1 dx 

+ 0-f3) a -2(w4-2)-4-Q:4-i) , A ^ddP 

1.2 ~ ' Hx*~ 

4. C^+3) 8 -2(»4-2) 3 4-(ff+i) 3 A y3 d 1 P 
1 . 2.3 dx* 

+ 0-+3) 4 - 2 QH-2) 4 4-(h+i) 4 a v 4 d 4 P 

1 . 2 .. . 4 dx 4 

+ («+3 ) 5 -2(w+2)54-(»-f i) 5 a x t d*P 

1 . 2 .. .5 dx 5 

+. 

+. 

A3PN+I = 

= ” + 4 " 3(”+3)+3("+g) - («+i) A .. djL 

1 dx 

(«4-4) 9 -3(”-^-3) g +3(”+ 2 ) fl - («+i) a A y-gddP 
, i.a dx 2 

+ (”+4) s - 3(^d-3) ? +3Q2+2) 8 -(^4-i ) 8 v 3 d 3 P 

1 . 1.2 dx 3 

4 - (”+4) 4 «3(”+3) 4 ^3C»H-2) 4 - (n+iY Ay 4 d 4 P 

1 . 2...4 dx 4 

. («4- 4) 5 ~ 3(” +3y±3 («+2)5- (n+i) 5 A v ,d * P 

1 . 2 .. .4 dx* 

4- ------ 

4 - - . 


Hinc 


56 

HhlC A (=A 3 / 3 N+I- a 3 ps) 

= ”+4“4C”-H3) + 6(«4-2V4<g-iyi)4-» Ajc dP 

i cU 

+ ( n ±^A( n +3) 2 +6( n^2) 2 -4(n+i) 2 -\-» 2 ^^ 2 ddP 
1.2 dx 2 

C”+4) 1 - 4(”+3) 1 +6(«+ 2) 1 - 4OH- 1 )'*+ n * dr 3 d 1 P 

1 . 2.3 cU * 

_j_ Cw4-4) 4 -4C”+3) 4 +6(w4-a) 4 -4C«-hi) 4 H-»* A y 4 d4 ^ 
1 . 2 ... 4 dx 4 

4- (”+ 4 ) * ~ 4(”+3)*+60*4-2) * - 4(»4-O * + »* ^ 5 d * P 
1 . 2...5 d** 

+ . 

■ + . ; - 


Genera tim 

«+»*-—(«+W-0+-. —(«+w-2)--.. W ^ 2 (»+w-3)-± ^(«-fO + w 

?N =» 1 I 2 13 1 A._ 

----»-- dx 

(k+w) 3 -—(«+m-i)H--.—(^w-2) 9 - — .. ^(«+f«-3) 5 .. .±^(«+i) a +» a , 

. 1 _5_:_i__3_I_ 

+ 1. 2 <&» 

( 11 + 1 71) 3 - ^L(«+m-i) 3 +!^ . ^lL(n+w-2) 3 - —.. !!L_l(f;4-m-3) 3 ... + —(« 4 *l ) 3 +« 3 


(«4-/») 4 - — («4-w-i) 4 +(w+w- 2 ) 4 -?. .!^l2(n4-w-3) 4 . . . ± —(«4-i) 4 + w 4 
1 12 13 1 


1.2 ... 4 

f», m fil-l, . , V >» m " 2 /, 


(n4*w)’- —(«4-w-i)'+ —. _!-(«+w-2)'--—(w+w-3) 5 •.. ± («4-i) 3 + « 3 

_I I 2 13 1 * 


1.2 ... 5 


+ 


Nomi- 






Nominatim igitur 


« --(«-0 +-."±!(™. 2 )-”...^( w . 3 ) .... +;, 
_ i _i i y i i v J — i 


a x dP 

dx 


n z m f i w tn-i, x, m m-2, , m 

» (ro-2) 2 —--^0»-3) a ....± -I 2 


4* 


i A..»ddP 
d* 2 


»*, r\3 .»* w-i* n 3 m m-i, .w 

■ -0-1;* +-( tn-2) 6 —-—(w-3) 3 _±- i 

I 12 13 I 


+ 


1.2.3 

»4 -20*1-,)«+2. ^0-2)4 - 2... 2*(«. 3 )« ....+* 4 

1 12 I 3 ~ 1 1 . 


• A* 3 


d*p 

dx* 


1.2. 3.4 

m nt-t, _ VJJ m m-i, 

JL. 


Aat 4 


d 4 / 

d* 4 


4- -—-- —-i-3- i _ 

1 . 2 . ... 5 d * 5 


+ 


= A m.m ^ dP 
i d* 

, A™. w> a . 2 dd/^ 

1.2 d* 2 

A m .>» 3 Ay3 d *P 

1.2.3 d* 3 

+ Am -” 4 A. 4 d 4 ^ 

1. 2 . 3.4 

4. Am - ffl5 Aysdj/ 3 

1 .2...s djf 5 


+ 

+ 
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Atqui (§. q■ Introi.') A" .»."> = i. a.3 _»>, & differenti* ulteriorum‘ordi¬ 

num evanefcunt. 


Ergo 


&mp — 


A ”.»»" 1 <KP 

I. 2. . . m d* m 


+ 


A m . #» m +i - A*"+. d ^i P 

1 . 2 ... djfM-i 


A ”+^P 
1.2. . . («i-f2) d* m +* 

A'n. Wi m -|<3 A m ,,d m + 3 P 
1.2.. . (»»4-3) d * m +3 

A m , , W m 4 -l dm44/3 

1.2. .,.(”H- 4 ) 

+ - 

+ - 


Itaque differentiae omnium ordinum fun&ionis cujuslibet alicujus quan¬ 
titatis mutabilis reducuntur ad differentias poteftatum numerorum natura¬ 
lium. 


Caput Quartum 
De fer i e B er no ulli an a. 

§• 35 - 

S it^su ratio differentialis data inter quantitates mutabiles *, y, Z. 

doc 3 .... 

Relatio earum integralis exprimi poteft per exponentes differentiales omnium 

ordinum variabilium x & y , quod fic invefligatur. 
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d -2 = y 

d.v 


Ai 


= !/ + x a x 


./ t , ddy , x 

+(l d7* + iZ5 d **' 


-Cix 


3 dx3 


i_ 

1.2...4 


. 4 d 4 A 

' «E*' 


+ r _JL_^ + _i_, 5 dfn 

V.1.2...4 cU 4 1.2... 5 ax 5 s 


Itaque 

_ r.. x>&y,x* dd*/_ * 4 dfsr,_*L d^_ jr®_. d 5 y + # 

z -C+ x y — — fc + i. 2 . 3 dx 2 I.2...4dx 3 + I.2...5 d-v 4 i.2...6d* 5 

haec notatu admodum digna, & cujus foecundae applicationes in fe- 
quentibus occurrent, Bernoulliana dicitur; quod Joh. Bernoulli primus eam 
fub forma hac fimpliciffima tradidit. (Vide ipfius Opera , T. I. p. 125 feqq.) 

Exempla. Sit y = x m . 

d V -s mx m ~* 
d.v 

dd y = 
d* a 
d 3 # 
d* 3 _ 

A !l = m. 
d* 4 

d !'L = 

di 5 

A6 l = m. 




= m .. m- 2* m "3 


. f» - 3 


.. m - 4-v m -5 


d* 6 


. m - 5* m-6 


H 2 


Hinc 
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Hinc pofito 

Z = C 4 -x^+i(j — m w..w-2 i»...w-3 _w>...w 7«4 m-5_ 

1.2 ' 1.2. 3 1.2..4 i.2 ...5 i.a.. ,6 + i.2.V.7 

J 7 

Atqui pofito — = *■» eft Z = C+-L*'”+i (§. 27.) 


Ergo -i- = r — -g. 

«+ 1 1.2 ' 1.2.3 I. 2. . 4 

Obfervatio prima. Cafu lioc facile eft 
tem demonftrare. 


m... w-3_ m... tn-4 w.-.w- g; 

1 . 2...5 i. 2 ... 6 t i. 2...7 . 

exprefiionum praecedentium identita- 


Etenim i — ™ __ w...«- 4 

1.2 1.2.3 1 . . . 4” 1 ... 5 1 . . . 6 ~ ‘ * ’ * 

_ I /’ m + l _ m+r . m+i m- 1 _ m+ 1 ro-a /»4.1 m-f 1 w-4 

w+iv. 1" 1.2 I 3 1 * 4 ‘ 1 ”~5 i "JT +-0 


= — (1 - (i-i) m +n = _JL. 

m+r y m4-i 

Obfervatio fecunda. Series Bernoulliana varias induere poteft formas, pro- 
uti quantitas * augetur aut minuitur aliqua quantitate conftanti a: fit enim eo¬ 
dem omnino modo 


2=C+ (x+itiv — 4 .{*+£>! dd 9 ( x +°y , (£+f)f d<y 

1*2 d* ~ I. 2.3 dx 2 I . . .4 dx 3 "l .. .5 d * 4 ‘ * * * 

Obfervatio tertia. Cum feries Bernoulliana relationem infegralem fub forma 
omnium fimpliciflima raro exhibeat (quod ipfo exemplo procedente = A,m 
fit fatis manifeftum); ad eam ron eft recurrendum, nifi prius tentatis aliis in¬ 
tegrationem propofitam perficiendi methodis. Seriei hujus collatio cum expref- 
fionibus, quo aliis methodis obtinentur, ad varia ducit theoremata, quibus 
evolvendis non immorabor. 

d ^ 

§. 36. In aequatione diflerentiali ~ = y exponens propofitus y poteft 
efie quantitas quolibet fimplex aut compofita, dummodo exponentes differen- 
tiales omnium ordinum duarum quantitatum variabilium y & * exhiberi pof- 
fint. Hoc monere eo magis e re efie cenfui, quod mathematici etiam in cal¬ 
culis fuperioribus verfatiflimi non videntur illud fatis agnovifie; uti ex dubiis 

patet, 
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patet, quae fagaciflimus Holland amico fuo clarifs. LambTert (Briefwethfel 
I. Bciid pag. 105.) propofuit Ilis verbis: „Ich habe befonders durch die Bernoullifche 
JReihe fmden wollen , ob fich nicht konnte fy w dx aus fydx, oder welches ich befonders 
tviinfchte , fxydx aus fydx finden laffen. Mein Bemiihen war fruchtlos , wie es noch alie 
mine Unterfuchungen in diefem Piinct gewefen fmd. JVenn diefe Vergleichung allgemein 
inoglich ift . ( woran ich noch strrife ) ; fo fehe ich die Entdeckung derfelben fur eine der 
u/ichtigflen an , die tnan zur Erwciterung der Integral - Rechnung niachen kann. „ (n) 


Sit ideo conformiter voto celeb. Holland 


xy ; & fit P — xy. 


ddP _ dy x ddy 
dx 2 2 dx d* 3 


573 ' - 3 d*> T d* 3 


d'P = A, A 

d^ 4 (i* 3 cLv 4 


d 5 P _ d 4 # , d 5 y 

d^" “ 5 d^ 4 ^ dx* 

d«P __ A 5 y , d 6 z/ 
dx 5 + cU 0 


H 3 Hinc 

(a) Hoc eft: ^Qucerebam inprimis , anne °P e priei Bernoulliance ex fydx liceret fymdx 

aut {quod prcecipue optabam ) /*y<hr «w*. Conatus mei fuerunt irriti, uti 
hadtenus omnes mece hanc in rem inve/iigatipnes. Ouod Ji hooc comparatio 
generatim pojjlbilis fit ( cie quo adhuc dubito ); inventio ejus mihi una ex po- 
tiffimis cjfe videtur , quibus calculus integralis perfici pojfit. 


Hinc Z=C+xxy 




+ 1.2.3* d*^ d *’J 


- J^(3^+* d Vl 

i.2..4 U dA- 3 ^ dx*J 

1 x* K d*y d 4 f/ 
i.2..5 C4 d*s + dA 4 


* 6 fd^y , *dVf 
1.2..6 (dA 4 d* 5 J 

+ _^l r^+^i 

T I.2..7 |_d* 5 T djc .j 
+ - - - 


_ c . i YVf ,. * 3 dy ^ -* 4 ddy__ * 5 d 8 y + a: 6 d 4 y a 7 d 5 y .. 

T - ^ 1.2.3 cU i.2»4cU a 1.2..5 d» 3 I.2..6 d* 4 " 1.2..7 (U 5 


Sit P=y n ' 

dP df/ 

-— = mu m “ l — 
dA dx 

ddP «.rdyl* _ T ddf/ 

dAT- L djC J djk 


ra . 2 dy dd£ d 3 // 
d* d* i + » ^T 3 


d 4 /’ m rdyl 


4- 6m...m-2y m -3 


3 m,m-iym -2 f^l 2 

^ 2 dd^ + L djc3 J +wym-i d _^. 


= W...W-4«m-5 4- I OW...W-3^ m '4 


dA*J d-V 2 d3 .y 

dA djf 3 


dA dA 4 


io;w...w-2^ m “3 


10»>. w-1 i/m-2 dd ^. . 5 

J d** <k 3 m d 5 y 

+ d »d.j + m -r-'dp- 

J J dA dA 4 


dwl 2 d 3 w■ 

dAJ dA3 


Quibus 
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Quibus fubftitutionibus factis obtinetur valor exponentis integralis per ex¬ 
ponentes differentiatas omnium ordinum quantitatum y & x. 

c .. d Z 

Sit iterum — = vy. 
dx 

Sit P = vy 
d* dx «dx 


&&P =v ddy dy dv , ddv 
d x 3 d x 3 ' 2 d x dx ^ dx 3 


d 3 ^ _,djy dv ddy , ddv dy , d*v 
dx 3 dx 3 "* ^d* ^3 ^dx 3 dx ^dx 3 

d*P d 4 // dv d 3 y ,ddvddv, d 3 v dy <Hv 

d^ = ^d* 4 «dx dx 3 + dx 1 dx 3 4 dx 3 dx + ^dx 4 


cH P^jjd^y 
dx 5 dx 5 


dv d 4 v . ddv d 3 y 

4- S- -—4“ IO-r-*L -4- io 

' **dxdx 4 dx 8 dx 3 


d 3 v ddy j d 4 v dy d J v 
dx 3 dx 8 ' ~*dx 4 dx ^dx° 


Hinc Z=C-\-vxy 


[ dif , dv"| 

-[*» +y d3cJ 


x 3 f. ddy.dv d// . ddv~| 

+ i^Ti Pd^ +2 <&dT + y d*>J 

•* 4 r,.- d 'y ■ ddy i_ .dyddi) d'i>1 

1.2.. .4L dx 3 ' t ' 3 dxdx 8 d dxdx 3 ‘'dx^J 

, x 5 f d 4 y . dv d 3 y , , ddv ddy d 3 v df/ .dM 

+ iXr 5 Ld^ +4 Sd^ + Vdi*+ 4 «c?£ +y m 

_ -^r, 

1.5.. .6L 


dfy 

dx 5 


dv d 4 // , ddv d 3 ;/ , d 3 v ddy d 4 v dv d 5 v1 

"^dxdx 4 dx 3 dx 3 dx 3 dx 3 dx 4 dx ^dx 5 J 


ddv d 3 ;/ 

°dx 3 dx 3 


d 3 v ddy 
°dx 3 dx 3 


§• 37 * 
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§. 37 * Quemadmodum relatio diflerentialis primi 'ordinis ~ = y ducit 

dx 

ad relationem integralem, quaZ per x determinatur: ita etiam relatio dif- 

ferentialis incomplexa — y ducit ad relationem integralem inter 

d* m dx m ~i 

& easdem variabiles; ac deinde ad determinationem aliorum exponentium dif¬ 
fer entialium inferiorum ipfarum Z & x. 

'*■ Sit = y- 
Erit (§. 35-) 

dZ | r!/ x 2 dtj x 3 ddy x* d 3 y x 5 d*y x 6 d 'y 

dx i.2dx i.a.3dx J l.2...4djr' 4 1.2...5 d** 1.2...6 cU* 

Sit ^ = C + P. 
dx 


ddP __ d// 
dx 3 djc 
d 3 P _ d dy 
d* 3 d-v* 

d 4 P _ d 3 ^ 
dx 4 dx 3 

drp = d^f/ 

dx* dx 4 


Hinc Z=C'+Cx+xxy -&+ JL- _il *IZ + _il 

1.2 d* 1.2.3 d** i.2...4dj: 3 1.2...5 (bf + 


1.2^ 1.2.3 d** 


x 4 ddz/^ * 5 d*# * 6 d 4 i/ + 

1.2...4 ix ~ 4 1.2...5 dJf 1.2...6 cGT 4 


■ C + Cx*+ y _2* 3 di/ , 3^ ddy_ 4** ~d 3 y d 4 y . 

1.2^ 1. 2.3 d* 1.2...4 dx 5 1.2...5 d* 3 i.2...6dv 4 


Sit 


*5 


Sit i 3 -f = y. 
b dx 3 V 

Hinc !^=>C' + C X +*ty. 
dx 1.2 3 


= C'+Cjc 4 -^ 
d P x 2 Au 

r* =xy -rJ x + 


d(iP 

({a;* 


y 


A 3 P _ d y 
dx 3 dx 

d 4 P _ ddy 
dx 4 dx 3 


<VP _ d 3 # 
dx 5 dx 3 


_ 2 x 3 d?/ 3-v 4 ddy_4X S d 3 y + 5X 6 d 4 y 

1.2.3dx 1.2...4 dx s r.2.,.5 dx 3 i.2...6dx 4 

x 3 dd#_ x 4 d 3 // x 5 d*y_ x 6 d 5 y 

1.2V3 dx* i.2...4dx 3 + 1.2...5 dx 4 i.2...6dx 5 


+ ... 


Proinde Z= C ll 4 -C , x 4 -§Cx a 

-f y _ 3* 4 dy + 6x 5 dd£_ iox 6 d 3 // + i5x 7 4 d 4 y__ 2ix 8 d ? y 

1.2.3^ i.2..4dx i.2...5dx a 1.2...6 dx 3 1.2...7 dx 4 i.2...8dx 5 

Hinc porro, fi = y 

erit Z = C"+C"x+lCx- + ^~"x 3 

4- * 4 f . 4* 5 dy ioa: 6 ddy 2ox 7 d 3 ?/ 35X 8 d 4 ?/ ,s6x 9 d 5 y 

1.2...4 1.2...5 dx- 1.2...6 dx J ” 1.2...7 dx 3 + 1.2...8 dx 4 1.2...9 dx 5 "** * 

Generatim fit —? = y. 

dx m * 

Fiet 2= C M -‘ 4- CM-i»x4- J_C^-^x* 4- 1 C NI ~ lv x 3 4-...--— C'x«"-24-L_ Cx™- 

1.2 1-2.3 1.2...W-2 1.2...W-1 

j ».2!+W* J 

” x m _ #» . x ni 4 -i dy 1 2 _ ddy _ 1 3 d 3 y 

1 . 2 ...» I. 2 ...W+I dx 1.2...W+2 dx 3 TX!!w +3 dx 3 ^ 

'21 "!+3*m4-4 w ... ffl+ 4rm4-5 

4- 1 4 d4f / _ I 5 d*y 

1.2...W/4-4 ctx* 1.2...»/+5 dx* ' 

I 


Obfer . 
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Obfervatio. Ex his formulis plurima curiofa faltem theoremata deduci poflent; 
conferendo eas cum formulis, quae cum ipfis identicae ede debent, & quae aut 
integratione immediata, aut methodis a priore diverfis obtinentur. Et hic re¬ 
petendum eft (a fortiori) monitumut ad feries Bernoullianas non prius recur¬ 
ratur, quam alia fubfidia fuerint exhaufta. 


Sit 


Exemplum . 
cKZ 

d* m 


C+_!_*+* 
dx mw i w+i 

= C'+Oc +-I- 

& x m ~2 n +1 . n+2 

^2^ = C"+C'x+—Cx*+ -i 

d*«"-3 i.2 K+I...W+3 




Z = C M - J 4 - C M “" * -f- 2 -f... -f— J -— C*»-i 4 -- - -A: n 4 m . 

1.2 l-2..ni-l «+I...W+W» 

Caput Quintum. 

De Tangentibus. 

c . § ' 38 ' 

Definit o, ^it arcus curvae, isque totus aut concavus aut convexus verfus 
diametrum, ad quam refertur: per punftum aliquod hujus arcus ducatur linea 
refta, quae ipfi ita occurrat, ut ad utramque punfti hujus partem extra cur¬ 
vam jaceat. Haec refta dicitur tangens curvae, & punftum, ubi curvae occurrjt, 
dicitur punftum contaftus. 

Per punftum contaftus ducatur refta diametro ordinatim applicata. Si 
tangens occurrat diametro, ad quam curva refertur: pars diametri ordinatam 
inter a punfto contaftus duftam & punftum, ubi tangens occurrit diametro , 
comprehenfa, dicitur fubtangms. 

Sci- 
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Scilicet curva AMM' referatur ad diametrum AP per reflas ipfi ordinatim Fig. it. 
applicatas MP, M'p'. Per punftum M arcus MM\ qui ex utraque punfti M 
parte ad diametrum fit concavus aut convexus, ducatur refla AJT , quas curvae 
in punflo M ita occurrat, ut ad utramque punfli M partem extra curvam ca¬ 
dat: haec recla MT dicitur tangens curvae, & punflum M dicitur punflum 
contaflus. Sit MP diametro ordinatim applicata, & tangens occurrat diametro 
in T: linea PT dicitur fubtangens. 

Quaecunque dicentur de arcubus verfus diametrum concavis, facile (mu¬ 
tatis mutandis) ad arcus verfus diametrum convexos applicantur: quare (bre¬ 
vitatis caufa) de prioribus tantum dicere fufficiat. 

Obfer vatio. Ex punflo M ad aliud quodpiam punflum M' arcus AMM ' du¬ 
catur chorda MM\ quae produfla diametro occurrat in S. Per punflum M' du¬ 
cantur refla M'P' diametro ordinatim applicata; & refla M'Q. diametro paral¬ 
lela, quae ipfi MP occurrat in Q* Linea PS dicitur fubfecans. 

Fit femper MP : PS = MCI : M'Q; hoc eft: ratio mutationum fimultanea- 
rum ordinatae & abfciffae diametri aequatur rationi ordinatae ad fubfecantem. 

Prior itaque ratio major eft aut minor ratione ordinatae ad fubtangentem, pro- 
uti fubfecans minor eft aut major fubtangente: nempe in cafu figurae, ubi ar¬ 
cus MM' concavus eft verfus diametrum, prouti punftum M’ fitum eft inter 
punfta M& S, aut fecus. Quoniam vero punflo M' propius propiusque ad pun¬ 
ftum M accedente (ita ut mutationes fimuitaneae ordinatae & abfciffae diametri 
continue fiant minores), punftum S continue accedit ad punftum T; ita ut fub¬ 
fecans contiuue minus differat a fubtangente: proclive eft fufpicari, rationem 
ordinatae ad fubtangentem poffe ex ratione differentiali (fi qua fuerit) ordinatae 
ad fubfecantem deduci; quod theoremate fequente ftabilitur. 

§. 39. Theorema. Ex punflo aliquo cujuslibet arcus, qui totus fit verfus 
diametrum, ad quam refertur, concavus (aut convexus), ducatur recla, quae 
arcum tangat & diametro occurrat. Dico: rationem mutationum fimultanea- 
rum reflae diametro ab eodem punflo ordinatim applicatae & abfciffae diametri 
fieri poffe minorem quacunque ratione data, quae major fit ratione data ordi- 

I 2 


natae 
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natae ad fubtangentem; majorem vero quacunque ratione data, quae minor fit 
praedicta ratione. 

Sit MP diametro AP ordinatim applicata; & tangens MT, quae diametro 

occurrat in T. Detur ratio MP: PS “f** ratione MP: PT; ideoque fit PS 
minor . minor ^ 

major 1 P‘ a ^ Dico: rationem mutationum fimultanearum ordinatae MP & 

abfciiTae diametri AP pofie fieri ni ^ 0leni itione propofita MP: Ps. 

majorem r r 

Arcus propofiti fumatur punftum quodcunque m, priore quidem cafu fitum 
ad easdem ordinatae MP partes, ad quas eft punftum T; pofteriore ad partes 
oppofitas. Jungatur refta Mm; quae, cum arcus (hyp.) fit verfus diametrum 
concavus, tota intra eum cadet. Per punctum m ducantur reAae mp ordinatim 
diametro applicata; atque mq diametro parallela, quae ordinatae MP ipfi vel pro¬ 
ductae in punfto q occurrat. 


Fig. ii. 

i°. 


Erit ratio Mq : vel { ^ jSEfafcfc} 'l 1131 " data **io MP : PS; 

& tunc efteftum erit, quod proponitur. 

Vel ratio Mq : tuq erit rationi datae MP: PS aequalis, aut ipfa 
5 major priore cafu 7 
( minor cafu pofteriore S * 


Si prius: ob Mq: mq = MP : PS recta producta Mm incidet in punftum S. 

Si pofterius: refta Mm produfta diametrum in punfto s ita fccabit, ut 
punftum 5 cadat inter puncta s & T, ob MP : Ps( = Mq : mq ) > MP: PS; 
proinde Ps ^ I S. Tum igitur refta SM, utpote intra angulum TMs, eique 
ad verticem oppofitum tJUm fita, arcum Mm verfus diametrum (hyp.) conca¬ 
vum in punfto aliquo M' citra vel ultra M fito ita fecabit, ut fegmentum 
ipfius MM' intra arcum jaceat. Per M' agantur refta M'P' diametro ordinatim 
applicata, atque diametro parallela, quae ordinatae MP ipfi vel produftae 
in punfto Q occurrat. Porro fumatur punftum quodcunque arcus Mm quidem, 
fi produfta Mm i n punftum S incidit; arcus autem MM', fi fecus: & per lioc 
punctum N agatur diametro parallela NR, quae ordinatae MP in punfto R, 
chordae vero Mm vel mm' in punfto N‘ occurrat. 

Erit femper MR : jy j? _ MP:PS . 


Atqui 


*9 

Atqui NR>N F, fi pundaw, M\ N ad easdem ordinatae IV 1 P partes ja¬ 
cent, ad quas eft punftum T; tum ergo MR : NR<MR : N'R<MP\ PS. 

Et NR < N R, fi punda m, Jll', N, atque pundum T jacent ad partes 
ordinatae MP oppofitas; tum itaque MR : NR > MR : N'R> MP: Ps. 

Sed ratio MR : NR eft ratio mutationum fimultanearum ordinatae MP & 
abfcifl» diametri AP. Ergo ratio harum mutationum fimultanearum poteft 

reddi major ft uacun( l ue rationc pi*opofita, quae fuerit ratione ordinat» 

ad fubtaugentem. 

§• 40. Corollaria. i°. Ratio ordinat» ad fubtangentem eft limes ratio¬ 
nis mutationum fimultanearum redae a pundo contadus ad diametrum ordi- 
natim applicat» , & line» ex diametro abfcifl»; feu prior ratio eft ratio diffe- 
rentialis harum linearum. 


Scilicet fit y MP=^y; AP—x ; «= 4 ^.; feu PT=r/~. 

FT d* •' dy' 

Ex conftrudione liquet: fubtangentem efle limitem (II quis detur) fubfe- 
cantis; quod etiam evinci poteft, ut fequitur. 

Sit MP = y; M'P' — y \ PP'=Ax. 


'Priore cafu eft M'P=y—A x .$£ + —. x * .. 

d.v 1.2’d* 2 1.2.3 d* 3 


Altero cafu 


M'p'=y + & x. 


dy A.v 2 dd ^/ Ax^ d 3 y 
d-v 1.2 d* s 1.2.3 dji 3 


>V 4 

I-2...4'dA*- 4 
A-r 4 d 4 y , 
1-2...4 dx 4 


(S- 33.) 



ps = 


yx 


. ddy ,t J^~ d3 y-r &*V~, 

dx l- 2V T I .i 3 'p : ^7 4 , dA + . 

Si quis fit limes pofteriorioris membri, erit etiam aliquis limes prioris. 

Sed (§. 16.) limes pofterioris membri (fi quis fit) eft yd*/= prgo: limes 

• • . dx dx 'J 

prioris membri, nempe PP, eft 

2 0 . Ratio «qualitatis eft etiam limes rationis tangentis ad fecantem 
tenus utraque refla hinc punfto contaftus , inde punflis, ubi diametro occur¬ 
runt , terminatur. Et proinde tangens eft limes fecantis 

I 3 


3°. U- 
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3°. Limes rationis fecantis ad fub r ecantem aequalis eft rationi tangentis 
ad fubtangentem. 

§. 41. Hinc quoque determinantur tam angulus, fub quo tangens oc¬ 
currit (fi fieri pofiit) diametro, quam angulus, quem tangens facit cum refta, 
quae a punfto contaftus ordinatinr diametro applicatur. 

Nempe fi angulus P fuerit reftus: erit tan g.MTP = ~~ = ^ 

& cot. MTP = tang. PMT = ~ t 
& MP <\y 

Si vero angulus APM non fuerit reftus: erit 

cot. MTP = — cokc.APM •— cot. APM = — cofec. P — cot. P\ 

MP dy 

& cot. 180 0 —MTP = cot. APM——cotec.APM 

d y , 

cot. PMT = cotec.APM- — cot .APM= cofec. P — cot. P; 

PT dx 

& cot. 180 0 — PMT = cot. A PM — cofec. APM . (0) 

d-v 

§. 42. Tranfeo ad exempla, quibus ufus praecedentium formularum fiat 

familiaris. ' ' 

Sit aequatio propofita i/ m + n = (quae eft aequatio parabolarum, m & « 

exiftentibus numeris pofitivis). 

Erit (w-f»)ym4-n-i^ = na m *n-l 
d-v 


m+n ‘ym-j-n- 


= PT=: 


x ni+n \xs m+n^y s 

x = m+n r i»+»' 

y n V as « Va/ 


(#) Formulae hae fluunt ex hoc theoremate noto trigonometriae planae. 

Sint A, B, C , . . latera trianguli reftilinei, 

a > b, c ... anguli his lateribus refpeftive oppofiti. 

Datis lateribus A & B , & angulo c, quem continent; reliqui anguli a, b, imme- 
diate determinantur, ut fequitur: cot. a = Q- cofec. c — cot. c 

jl 

cot, b = cofec. c — cot. e. 


7i 


m 

cot. MTP = cofec. APM — cot. APM; 

cot. i8o° — MTP = cot. APM— fL. J!L. cofec. /?/W 

« a w+» 

m 

cot./wr = — ( cofec.cot. APM- 

m+n V. .v </ 

m 

cot. 180° — PMT = cot. — JL(i.) m + n cofec. 

Sit Jf=?o; erit PT= . o: proinde altero pundo T, quod dudum 

tangentis determinet, deficiente; ejus politio foret indeterminata, nifi in 
promtu edet angulus, fub quo tangens diametro ad verticem occurrit. Quo- 

m 

niam autem * = o; = o; proinde cot. i8o° — MTP = cot. APM; & 

igo° MTP = APM- Ideo reda, quae parabolas in vertice diametri tangit, 
parallela ell redis, quae huic diametro ordinatim applicantur. 

Etenim fi fieri poliet, ut reda, quae ex vertice diametri alicujus para¬ 
bolae ducitur parallela redis huic diametro ordinatim applicatis, occurreret 
iterum parabolae; fit y pars illius redae intra parabolam comprehenfa. Elfet 
ym+n— fltr> 0 n • & proinde y — o, contra hyp. 

Crefcente quantitas continue decrefcit, nunquam vero fit = o. 

Hinc ell femper cot. i8o° — PMT< cot. APM • Proinde angulo APM exillente 
redo aut acuto, ell femper 180 ° — PMT > APM; & PmT+ APM< i8o°. 
Sit autem APM obtufus, cujus fupplementum fit MPA\ 

m 

Erit cot .PMT = —-( 1 ')'"+" cofec. APM + cot. MPA'; 
m+n\ x y 

hinc ell femper cot. PMT^ cot. MPA'; PMT-< MPA <Ji8o°^— MPTj 
unde iterum PMT+ MPT< i8o°. 

Tangentes ideo cujusvis parabolae nunquam fiunt diametro parallela; fed 
adj3arallelismum accedunt eo magis, quo remotiora a vertice funt punda cur¬ 
vae, ad quae ducuntur. 


Fig.i 


Ex em- 
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Fig. 13 - 


Exemplum 2. Sit n = n m +", quae eft aequatio hyperbolarum ad afyra- 
ptotos relatarum, exiftentibus m & « numeris pcfitivis. 

Eft ideo tnym-ix" i- 4. ny m x n -i = o; 


d* 


A_l =- 

--1 = 

dx 

tn x 

Ax _ _ 

VI x __ 

Ay ~ 

uy~ 

d* 

m 

II 

1 - 3 * 

— — x; 
n 


+ n y =0; 

m-f-n 

- 

w* V. xs 

m-f-n 


Scilicet ratio fubtangentis ad abfciflam diametri eft etiam ratio data; fed fub- 
tangens & abfcifla diametri ad partes ordinatae MP oppofitas jacent. 

coi.MTP = (ec.MPT—cot.MPT = ™^cokc.MPA+cot.MPA . 

m-l-n 

m 

n\a) cokc.MPA + cot.MPA 
cot.PiWT = p^xotec.MPT- — cot.MPT = m cofec.MPA +cot.MPA. 


Sit MPA rectus aut acutus: cot .MTP femper major eft quam cot.MPT; 
fed [ad eam eo propius accedit, quo minor*. Sit autem MPA obtufus; 

m-f-n 

colMTP = » cofec-MPT— cot.MPT 

C m-f-n 

ec.MPT. 

a J 

Ideo cot. 180 0 •— MTP femper minor cot.MPT ; fed ab ea differt eo minus, quo 
minor *. Scilicet tangens MT nunquam fit parallela ordinatis MP , fed ad 
parallelismum accedit eo magis, quo minor abfcilfa AP- 

Sit MPA reftus aut acutus: cot.PMT femper major quam cot. MPA; ab 
ea differt eo magis, quo major *. Sit MPA obtufus: 

m-f-n 

cot. 180° — PMT = cot.MPT - —( n cofec. P. 

mKxy 

Proinde cot. 180°— PMT femper minor cot.MPT (unde MPT^- PMT i8°°) J 

fed 


fed ab ea differt eo minus, quo major eft x feu AP. Scilicet tangens MT 
nunquam fit parallela afymptoto AP; fed ad parallelismum accedit eo magis, 
quo major AP. 

Exemplum 3. Sit y m = — (jc m —a 111 ), quae eft etiam aequatio hyperbola- 
rum ad diametros relatarum. 

Erit = „,^"^111-! 


df/ _ b™ x™-i 

d* flS y m ~L 

d* __ a m y m ~ l 

dy b m 

dx __ ntm b m , 

% = PT = 

x™~i 

_ x^- - n m _ a m 

X m ~l A^-I * 

Hinc x — pt = ^ = 

* m_I V X J 

Sub tangens igitur PT femper eft minor quam abfciffa diametri. Quoniam 

autem ex natura curvae at > a; quo major x, eo minor — , & a fortiori eo 

* 

Proinde x poteft fieri adeo magna, ut exceffus, quo abfciffa diametri fub^ 
tangentem fuperat, minor fiat quacunque quantitate propofita. 

“ tMrP = f(")^cofec.P_cot.P 

C m-i 

t # 0 m c ° fec - p — cot - p * 

Hinc eft femper cot, MTP + cot. P > ^cofec.P. 
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Sit P = 90 0 *, cot. MTP > ~ 

0 

tang.MTP< ~ : fed ~ eft limes tangentis crefcentis anguli MTP. 

Et in genere: fin. MTP 4- P > ^-ftn.MTP 
Sed fin .PMT : fin .MPT = TP:MP; ergo eft femper TP>MP.“. 

Sit x— a; a—PT = a; PT — o; unde altero punfto T, quod duftum 
tangentis determinat, deficiente, ejus pofitio foret indeterminata, nifi in promtu 
eflet angulus, fub quo tangens diametro ad verticem occurrit. Fit autem 
cot. MTP = — cot. P; cot. igo° — MTP = cot. P; 180° — MTP = P; & pro¬ 
inde tangens ad verticem eft parallela reftis diametro ordinatim applicatis. 


Exemplum 4. 




Sit ij m = — (a 111 — , quae eft aequatio ellipfium. 


dx 

b™ m 

= — fW— 

a m 

4 

dx 

b m pY' 1 
# Vi/' 

dx 

n m ( V \ m_I 

dx 

% - 

PT*=— — -KHL = 

b m jpM 


_ x m 
x m-i 


Signum — indicat fub- 


tangentem & abfciffas fitas efle ad partes diverfas lineae diametro ordinatim 
applicatae. 


m-i 

cot. 180° - T = C0t. P + - cofec. p 

. m-i 

b f a m \ - „ 

cot. 180 0 — M = cot. P + -0 m cofec. P. 


Sit = pt = oj unde duftus tangentis foret indeterminatus. Sed 

a m 

propter — —1 = 0, fit cot. 180°— 7 = cot. P, feu T 1 4 -P = 180°. Unde ad 
verticem diametri tangens eft reftis diametro ordinatim applicatis parallela. 


Quem- 
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Quemadmodum y m = —(a ™*— x m ) 
a m 

eft etiam jc m = —(b ™— // m ). 

Unde fafto * = a, feu y = b, pariter eft tangens priori diametro parallela. 


Ex praecedentibus facile folvuntur (fi fieri poflit) problemata fequentia. 

§. 43. Problema. Ducere lineam rete pofitione datae parallelam, quae 
(fi fieri polfit) curvam datam contingat. 

Solutio. Ducatur refta quaevis, ad quam tanquam diametrum curva refe¬ 
ratur per re&as huic diametro ordinatim applicatas. Jam ex natura data cur¬ 
vae determinetur ejus aequatio refpeftu illius diametri, & inde determinetur ratio 

differentiatis — vel Tum in aequatione cot.180 0 —r=cot.P— ~ cofec. P 
d y ax 

datur angulus T, & eliminari poteft hinc determinatio quantitatum at & y 
femper reducitur ad folutionem aequationis alicujus datae; proinde problema 
tanquam folutum haberi poteft (quantum permittit imperfefta aequationum 
theoria). 

Exemplum 1. Sit parabola, cujus aequatio z/ m + n = a m * n , ad axem relata 
rettis huic perpendiculariter ordinatim applicatis. Et ducenda fit recla, quae 
parabolam hanc tangat, & axi occurrat fub angulo dato T. 

Eft igitur cot. T = -j_. 

1 -i n &X m-\-n jytn-4-n-i x 

Sed ex aequatione parabolae eft -- = — 


Hinc -= —— cot. T 

y m-\-n 

— nco\. T 


leu x ; y = wto;. 1 ; w + n 

jcn : Jjn — 7i«COt. n T l (w+n)" ; ^m4-n^=« n ’+ n C0t.m4'n7": 

unde y m : a m = « n cot. n T: 0»+«)" unde =« m + n Cot.m+n7' ; ( m 4_ n )m4-T, 


flf-i-Vcot. m r 


m-4-n m+n 

* = « m cot.~" r r. 


K 2 


Exem- 
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Exemplum 2. Curva propofita fit hyperbola, cujus aequatio ; 

a m 

j d.v a m wm-i 
unde j- = —.2—- 
d y b m x m ~ l 

Fit ideo cot.r=^ n I - 

b m xnv-i 
_ a m ym 

bm yx m ~ 1 yx™-*- 

y = tan S ' T ’ 

b — 

_A m- i = (A; m — a m ) m tang. T 


Q = (jcm—a^tang. 1 " -1 73 

m S b \ m 

x rr\ : x m — a™ = tang. m-i r: 

Quoniam autem > x™ — a™ 

_m_ s b N m 

debet efle tang. m -iT > 

& proinde tang. T > t , uti in Ex. 3. §. 42. 


§. 44. Problema. Ab punfto pofitione dato ducere reftam, quae (fi fieri 
poffit) curvam pofitione datam contingat. 

Solutio. Per punftum datum T ducatur refta quaevis, ad quam tanquam 
diametrum curva data referatur per reftas huic ordinatim applicatas. Ex data 
curvae aequatione, quatenus ad hanc diametrum refertur, determinetur ratio 

differentiatis ~~ vel —, quae fubftituatur in aequatione fubtangentis pr=u—. 

dx ay *dy 

Quoniam difiantia puncti Tab origine abfciflarum data fupponitur, aequatio inde 

nata afficietur tantum quantitatibus incognitis * & y, quae cum aequatione 
curvae combinata ducet ad folutionem problematis propofiti (quousque per 
theoriam aequationum licet). 

Exemplum I# Curva data fit ellipfis, cujus aequatio y m = -^-(a m -* ni ); & 
punftum T fitum fit fuper diametro, ad quam curva refertur. 

Eft 


Eft ideo * —L, quod indicat fubtangentem & abfciflam dia- 

a m 


dx 

metri fitas efle ad diverfas partes ordinatae. 


= pt=?H y m 

J dx b m X™-* 


am-x m Z' a \ _. n 

xm -[- = \ x Diftantia punfti T ab 

origine ab (eidarum fit /: fit /—x=a^-^™-i— x ‘> ) m_I== 7 ’ x = air~. 

Exemplum 2. Curva data fit hyperbola, cujus aequatio y m = ^ (x m — a m ); 
& pun&um T fitum fit fuper diametro, ad quam curva refertur. 

dtf b m ij m 

= a m Jcm-l’ 


Eft ut fupra, ^ = 

x m • a m s n \ h 1- ! a 

-5R- = x -«(-y-'=x-i; & x=«v r 

Scholium. Quemadmodum folutio femper pofiibilis eft pro ellipfi, fi fuerit 
/>«; ita etiam femper polfibilis eft pro hyperbola, fi fuerit /' 


d* __ r. m y m 
J dy' = H™' x"'-i 


§. 45. Cum exprefiio fubtangentis / fit y*^L : fi fubtangens data fuerit per 
quantitatem conftantem, vel per funftionem quantitatum x & y; ideo datus 
erit exponens differentialis ^ per functiones earumdem variabilium, & pro¬ 
inde determinatio quantitatum x & y pertinebit ad calculum integralem. 

. d x tn dx tn ~ , m n 

Exempla. Sit t = ™y; hinc y— = _ y; == _ ; x = C-f — , quae eft 

n ay n ay n n 

aequatio ad lineam rettam. 

V m dx »/m dx f/m-I i «m 

Sit / — _!—: y— = —; — = i —; x = C-f_-^_. Sit x = o, 
> o>«-i 7 J dy a m_1 dy n m_ i m a 11 - - ! 

quando y=o : tum C=o; x = L. t £l. Sit vero x = b, quando y = o : erit C= b, 

& x-b = L.fL 
rn 

xmyn dx . yn-I I dx 


> 0 . 


Sit t = ; unde , 

° 1 flin+n—I 


i«n X « flin+n- 

— -- C *—— jr m +i; y n — C — ~~~ • 

n+n-i m-I 13 fW ‘ I 


r _ _ _ 55 = ^ m dx. 

dy * «m-f n~i dy dy » 

am-fn-i 


fl m+n- 


X mw I 


Ob calculi autem integralis imperfeftionem plerumque huic problemati (quod 
methodus tangentium inverfa vocatur) aequatione terminis finitis expreda fatisfieri 
nequit. Imo funt cafus nonnulli etiam fimpliciflimi, qui methodis huc usque 
expolitis traftari non pode videntur, & de quibus inferius dicemus. Exempli 
caufa fit t = — : erit = y~; de qua formula, & aliis ipfi analogis. 

Q m -I flm-1 Q.U ° 7 

infra agemus. 

§. 46. Quaecunque fit origo curvae alicujus algebraicae, ea femper poteft 
ad aequationem reduci inter rectas coordinatas refpeftu alicujus diametri. Ex. 
gr. conflantia fummae didantiarum cujusvis punfti ellipfeos ab ejus focis pro 
fundamentali ipfius proprietate affumta, ex illa deducitur relatio coordinatarum 
alterutrius axium imo & refpectu duarum quarumlibet diametrorum conju¬ 
gatarum : quod fcilicet quadrata rettarum diametro cuicunque ordinatim appli¬ 
catarum proportionalia fint rectangulis fub abfcidis ejusdem diametri. Idem 
valet de hyperbola; pariterque de omnibus feftionibus conicis, proprietatis fun¬ 
damentalis loco fumta ratione data didantiarum cujusvis punfti ab alterutro 
foco & a direftrice. Proinde, quae jam praecepta fuerunt de duttu tangen¬ 
tium, quatenus curvae ad aliquam diametrum referuntur per reftas huic ordi¬ 
natim applicatas, fudicere podunt (pro curvis faltem algebraicis). Quoniam 
autem frequenter evenit, ut curvarum affeftiones, & nominatim proprietates 
earum ad contaftus pertinentes, modo lucidiori & fimpliciori ex alia quadam 
ipfarum origine aut proprietate deduci poflint, quam fi aequatio inter coordina¬ 
tas re&ilineas inftituatur; e re ede cenfeo, praecipuas curvarum origines per¬ 
pendere, & methodos tangentes ducendi iis applicare, non adhibita aequatio¬ 
ne, qua curvae ad diametrum aliquam per rectas huic ordinatim applicatas re¬ 
feruntur. Sed ut hunc fcopum modo fudiciente adimplere valeam: nonnulla 
praemittenda funt lemmata, quae & in fequentibus capitibus fuas habebunt ap¬ 
plicationes. 

§. 47. Theorema. Ratio aequalitatis limes ed tam rationis decrefcentis ar¬ 
cus (qui totus verfus chordam concavus fupponitur) ad chordam; quam rationis 
crefcentis arcus ad fummam tangentium per extrema ejus duftarum, & concurfu 
fuo mutuo terminatarum. 


Sit 
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Sit AMZ arcus curvae (totus verfus chordam fuam concavus). Dico : ex Fig. 14. 
uno arcus illius extremo A duci pofle chordam AM talem, ut ratio arcus 
ALM ad chordam AM (quae femper major eft ratione aequalitatis) minor fit- 
quacunque ratione propofita majoris ad minorem; item, ut duftis ex A & M 
tangentibus, quae fibi mutuo occurrant in N, ratio arcus AM ad fummam 
AN -f NAI duarum tangentium (quae femper minor eft ratione aequalitatis) 
major fit quacunque ratione propofita minoris ad majorem. 

Sit ratio propofita majoris ad minorem ea, quam fumma crurum alicujus 
trianguli aequicruri CE + ED habet ad bafim CD; feu ratio minoris ad majo¬ 
rem ea, qiyim habet CD ad CE+ED. Ad punftum A ducatur tangens BA , & 
chorda AZ, quae faciat cum tangente BA angulum BAZ ipfo CED majorem. 

Tum (§. 43.) ducatur arcui AMZ tangens chordae AZ parallela, quae ipfi BA 
occurret. Sit ea AIN. Dico faftum. 

Etenim fuper CD, tanquam bafi, conftituatur triangulum CE'D ipfi ANM 
fimile. 

In triangulo CE D angulus CE'DQ=N=BAZ) >C 2 lD- Ergo punftum E,' 
fitum eft intra fegmentum circuli, cujus bafis CD, & quod capax eft anguli 
CED . Proinde CE' + E D< ^ CE-\-ED (quod facile demonftratur). 

Eft ideo CE ' + E D : CD < CE + ED : CD 

fed CE' + E'D : CD = AN + NM : AM 

ergo AN + NM : AM < CE -f ED : CD. 

Atqui i°. arcus ALM minor eft fumma AN+NM; ergo (a fortiori) 

ALM : AM <CE+ED : CD 
2 °. arcus ALM major eft chorda AM; ergo (a fortiori) 

AN+NM : ALM< CE+ED : CD- 

Proinde (§. 1.) ratio aequalitatis limes eft rationis decrcfcentis cujusvis 
arcus ad fuam chordam; & limes rationis crefcentis ejusdem arcus ad fummam 
tangentium, quae ab extremis arcus ducuntur, & occurfu fuo mutuo termi¬ 
nantur. 

§. 48. Corollarium 1. Nominatim ratio aequalitatis limes eft rationis de- 




cre- 
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crefcentis arcus circuli ad fuam chordam; & proinde etiam dimidii arcus ad 
dimidam chordam, feu arcus ad finum reftum. 

Corollarium 2. Rurfus ratio aequalitatis limes eft rationis crefcentis arcus 
circuli ad tangentem ejus trigonometricam. 

Ceterum corollaria haec [de circulo potuiflent ex propofitionibus Archi¬ 
medis de figuris ordinatis, quae circulo infcribuntur & circumfcribuntur, de¬ 
duci. 

Corollarium 3. Pofito igitur finu aiicujus arcus /, ipfe arcus funftio eft 
finus hujus formae (quae deinceps accuratius determinabitur) 

s +^ 2 + ^ 3 4-C/ 4 +Z?j 5 +.ideoque ratio arcus circuli ad finum,reftum eft 

i+^r Cr 3 + Ds *-\-...; 1 & ratio aequalitatis eft limes hujus rationis 

decrefcentis (§. 18.) 

Item fit t tangens trigonometrica aiicujus arcus circuli, erit arcus funftio 
tangentis hujus formae / — At z + Bt* -f-O 4 -f-D* 5 +.Atque ratio arcus cir¬ 

culi ad tangentem trigonometricam 1— jt+Bt* + Ct* + Dt* + ....\ 1. Hujus 
rationis crefcentis limes eft ratio aequalitatis (§. ig.) 

Viciflim, pofito arcu circuli 2, erit t = z+Az* + Bt* -\-Ct*+ Dt* + . 

t : z = i+Az +Bt 2 + Ci* + Dt* + . . . . : i, 

s = z—Az 2 +Bz 3 -\-Cz 4 -{-Dz s -{- . 

s 1 z = 1 —Az Bz 2 -\-Cz 3 Dz 4 -\-,; 1, 

Corollarium 4. Quoniam Tm. verf. 2; = 2 ss , erit fin. verf.s = 

Azz+B , z*+C'z 4 + D'z 5 + .... Sed haec fatius eft fequenti modo deducere. 

Ratio chordae ad finum verfum poteft fieri major quacunque ratione data. 

Etenim ratio radii dupli ad chordam aequalis eft rationi chordae ad finum 
verfum: fed prior ratio major reddi poteft quacunque ratione data; ergo & 
pofterior. 

Hinc etiam rationes arcus & finus refti ad finum verfum poliunt reddi 
majores quacunque ratione data. Et ratio aequalitatis limes eft rationum, quas 
finus reftus, chorda, arcus-habent ad fummam aut differentiam quanti¬ 

tatum haium & ftnus verfi (imo &: quantitatum, quae ad finum verfum datas 
habent rationes §. ig.) 

§• 49. 
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§. 49. Generatim per punftum quodlibet M curvae alicujus ducatur tan- Fig.n. 
gens MT, & refta quaevis MP; per aliud quodcunque pundum M' ejusdem 
curvae ducatur refta alicui reftae politione datae parallela, quae ipfis MP, MT 
occurrat in punftis p & O*. Dico: rationem aequalitatis limitem efle arcus 
MNM & fegmenti tangentis MQ*. 

Etenim per punftum quodcunque reftae MP ducatur refta ipfi M'p pa¬ 
rallela, cui chorda MM' & tangens Mp' occurrant in S & T. 

lim. MNM' : MM' = i : i (§.47.) 

fed Yim.MM' : MQ '(=M<S: 7 \S) = 1:1 (§.40.) 

ergo lim. MNM* : MO' =1:1 (§. 14.) 

item lim.pp' : QmX=PT:PS) = 1 : 1 (§.40.) 

Corollaria. Sit Q angulus reftus. 
i°. MQ : Mp = 1 : cof. TMP 
\im. MNM' : Mp' = i : i 
ergo lim .MNM* ’ MQ = 1 : cof. TMP (§• 14.) 

Scilicet: ratio differentialis arcus cujuslibet curvae & reftae axi fub angulo 
refto ordinatim applicatae, aequalis eft rationi radii ad cofinum anguli, fub quo 
tangens curvae ad reftam axi ordinatim applicatam inclinatur. 

2°. lim. MNM' : MQ’ = i : i 

Mp' : pp' = 1 : fin. M 

lim.pp' : M'p =1:1 
ergo lim. MNM.' : M'Q = 1 : fin .M (§. 14.) 

Scilicet: ratio differentialis arcus cujuslibet curva? & abfciffae axis aequalis eft 
rationi radii ad linum anguli, quem tangens facit cum refta axi ordinatim ap¬ 
plicata. 

3 0 . Curva referatur ad aliquod punftum F per radios veftores MF, M*F. Fig,i5. 
Sit arcus MM'; & radio veftori FM perpendicularis Mp, quae tangenti in p'oc¬ 
currat. Centro F, radio FM' , deferibatur arcus circuli Mq. Item fit pp' 
arcus, cujus radius FA conftans. 


L 


lim. 
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lim. MNM* 

MQ 

— 1 

1 


MO' 

oo' 

= 1 

fin. M 


lim. po' 

m'q 

— 1 

1 


lim. M p 

Mq 

— i 

1 

(§• 4 °) 

Mq 

PP ' 

= FM : 

: FA 

(§• 4 «-) 

lim. MNM' 

PP‘ 

= FM : 

FA fin. M. 

(§• 14 ) 


Hoc eft: ratio differentialis arcus curvae & arcus circuli, qui metitur angulum 
duobus radiis veftoribus comprehenfum, aequalis eft rationi radii veftoris ad 
radium praedifti circuli, multiplicatum per finum anguli, fub quo tangens cur¬ 
vae ad radium veftorem inclinatur. 

4°. lim. MNM : MO' = i : i 

MQ' : il/p = i : cof.il/ 

lim. MQ ; Mq = i : i (§• 430 

ergo lim. MNM' : Mq = i : ccf. M. 

Hoc eft: ratio differentialis arcus alicujus curvae & radii vectoris aequalis eft 
rationi radii ad cofinum anguli, quem tangens curvae cum radio veftore com¬ 
prehendit. 

5°. lim .Mq : MQ = i : i (§-480 

lim. MQ : iv/p = i : tang.Af 
lim. M Q : M q = i : i (§«480 

lim. M q : PP' = FM : FA 

ergo lim. Mq : PP' = FM : FA tang. M (§. 14.) 

Hoc eft: ratio differentialis radii veftoris & arcus circuli, qui metitur angu¬ 
lum duobus radiis veftoribus comprehenfum , aequalis eft rationi radii veftoris 
ad radium hujus circuli multiplicatum per tangentem anguli, quem tangens 
curvae cum radio veftore comprehendit. 

Tranfeo ad applicationes. 

§• 50- i°. Curva referatur ad plures rectas pofitione datas per aliquam 
relationem datam inter perpendiculares, in reftas pofitione datas ex quolibet 
curvae punfto demiffas. 


Reftag 




S3 


Rectae perpendiculares in reftas pofitione 




datas demilTae, dicantur MP , 

MP , 

MP\ 

MP M y 

MP”. 

feu y , 

/ 

y\ 

i> 

i ••• 

Arcus curvae dicatur z. 

Ex relatione data dabitur etiam re- t~ » 

latio exponentium differentia!ium az 

d/ 

dz’ 

dy_ 

dz ’ 

d /' 
dz’ 

d/ 

ds 

proinde etiam dabitur rela¬ 
tio inter quantitates cof .TMP, co [.TMP\ co [.TMP , cof .TMP , cof .TMI .., 

Atqui punftuniiM & perpendicula MP, 

MP, 

MP\ 

MP\ 

MP"..., 

dantur pofitione; ergo dabitur aliqua affectio 

tangentis, 

per quam 

determi- 


nabitur. 

Exemplum i. Summa reftangulorum pnediftorum perpendiculorum per 
reftas magnitudine datas a, a\ a", a, a \ . . . datur magnitudine. 

Erit ideo 

«cof. 7 W»-f acoLTMP'+ acoC.TMP" + acoCTMP"' + acoC.TMP' v + .... = o. 

Locus propofitus non eft curva aliqua, fed linea refta (uti videre eft ex 
opufculo meo, Polygonometric , Geneve 1789.) 

Exemplum 2. Summa fpatiorum, quae ad quadrata perpendiculorum datas 
habent rationes, datur magnitudine. 

Erit ideo 

atj coLTMP+ay'coLTMP'+ aycoLTMP" + aifcotTMP^+aYcol.TMP''-^ _= 0. 

Quam proprietatem ad feftiones conicas pertinere demonftrare poffum. 

Exemplum 3. Summa reftangulorum prsediftis perpendiculis binis fumptis 
faftorum datur magnitudine. 

Fit ideo ycoUAlP + ycof.TMP + y"co(.TMP + fcof.TMP +.... 

ycol.TMP' - +y’co(.TMP' +fco(.TMP'+fco(.TMP'+.... 

y coC.TMP" + ycoLTMP"+ - + y'co(.TMP"+ <j"c°tTMP’+.... 

y cof. TMP "'~f /cof. TH 1 P"+ y cof. TMP' -f- - + y cotTJlIP" + _ 

y co{.TMP' v + /cof. TMP ,V + /c of. TmP"+ /cof. TMP "-f . _j_.... 

quae proprietas ad feftiones conicas pertinet. 

L 2 §. 51- 
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§. 51. 2 °• Sit curva ad plura puncta relata, per datam relationem inter 
radios veftores ad haec punfta ductos. 


Punfta data fint 

F, 

F\ 

r-, 

F\ 

F 

Radii vettores dicantur 

r, 

1 

r , 

U 

r , 

r\ 

r lv 

Ex relatione data ducatur relatio 

dr 

dr' 

dr 

dr" 

dr' 

inter exponentes differentiales 

dz' 

dz ' 

3F’ 

dz ' 

dz 


feu inter quantitates coLFMT, cof.i^/ 7 ; cof .F"MT, cot.F^MT, cof.F^r.... 
unde pofitio tangentis determinatur. 

Exemplum i. Sint duo puncta data; & fumma radiorum rettorum detur 
magnitudine. 


Quoniam r -f- r' datur magnitudine; 


eft 


dr dV 

dz da; 


= o 


feu cotFMT+cot.F'MT = o 

hinc cof ,FMT = cof.i8o° — F'MT, quae eft proprietas nota el- 

lipfeos. 

Exemplum 2. Differentia radiorum vectorum detur magnitudine. 

Quoniam r — r' datur magnitudine; 
dr dr' 

da; da; 

coLFMT—coLFMT = o 

FMT = F MT, quae eft proprietas nota hyperbolae. 

Exemplum 3. Ratio radiorum vettorum fit femper eadem. 

Quoniam ratio 
eft etiam ratio 

hinc ratio co [.FMT: coiF^MT femper eadem, quae eft proprietas circuli. 
Exemplum 4. Rettangulum ex radiis veftoribus detur magnitudine. 


r ', eft femper eadem, 

: — femper eadem; 

da; da; 


1 , • 

Quoniam rr datur magnitudine; r' ~ -f- r— = o 

dz dz 

r' cof. FM T-f- r cof. FM T == o 

rcot.FMT—r cof. 1S0 0 — F'MT , quae eft proprietas 


curvae Caflinianae. 


Exem . 
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Exemplum 5. Summa fpatiorum, quae datas habent rationes ad quadrata 
ex quotlibet radiis veftoribus, detur magnitudine. 

Quoniam 


cir 2 

+ 

ar 2 

+ 

a"r 2 

+ 

ar* 9 

+ 

ar v2 

, + ... da- 

tur magnitudine; 

; fit 








2at^H 
d z 

, * 1 dr' 

+ 2<,r dJ 

+ 

«id r 
2u r j— 
as 

+ 

2ur — 
d z 

• + 

2 a'r ,v £!L 

dz 

4 - •. • = 0. 


hinc 

arcof.FMT+ar'cof.F'JlIT+a"r"cof.F'MT+aV'cof.F'AJT+a' v r"cof.F"'AlT +... = o. 

quae eft proprietas circuli. (\ id. De relatione mutua capacitatis et terminorum figura* 
rum. Vars. 1782.) 

§• 5 2 - 3 °- Curva referatur ad aliquod punftum datum, &adreftam, per 
angulum, quem radius veftor facit cum refta pofitione data. 

Angulus mutabilis dicatur a-. 

Ex relatione data inter radium veftorem & angulum mutabilem dabitur 
exponens differentialis feu r cot. FMT. 


Exemplum 1. Sit radius veftor r datus magnitudine. 

Fit ideo __ =0; cof.FMT— o, FMT— 90°, quae eft proprietas circuli. 
Exemplum 2. Sit r = ax 

i = a; rcot.FMT=a; tan g.FMT= quae eft pro- 

ajf a 

prietas fpiralis Archimedeae. 

Exemplum 3. Sit rcof. 2 ±x = a. 

dr * 

Erit ^cof. 2 i* — rcof.-J.vfm.^ = o 

rcot.FMTcof.\x = rf\n.\x 
cot .FMT == tang.i* 

FMT = qo°-ijr, quae eft proprietas parabolae. 


Exemplum 4. Sit r = - ^ 

a+e cof.Jf 

erit — ^hn.jc 
dx (a+e cof.x) 2 

rcot.FMT = = r. -l fin "*L 

(a+e cof.x) 2 a+e cof.x 


erit = ... 


cot .FMT 




§. 53- 4°- Curva referatur ad aliquod punttum & ad aliquam reclam, aut 
etiam ad plura puncta fimul & ad plures rectas. 

Ex relatione data inter quantitates 

r > r \ r\ r '\ •••• y> y\ y > Y • ••• 

dabitur relatio inter exponentes differentiatas 

dr dr' dr" d/ dy dy' dy* dy^' 

ds ’ ds ’ ds * ds ’ ds ’ ds ’ ds ’ d* 

feu inter quantitates 

cof. FMT y cof.F' 71 f 7 ; cotF n MT y coCFMT.,.co(. PMT, cof. PMT, coLP"MT, cot.PMT... 
unde pofitio tangentis determinabitur. 

i°. Sit unicum punfrum & unica reda. 

Exemplum i. Sit r 2 = ay 

c . dr dy 
fit 2r - = a-^ 
ds ds 

2rcoiFMT—aco^.PMT y quae proprietas pertinet ad circulum. 

Exemplum 2. Sit r = m y 

n J 

fit t 

ds n dz 

cot.FMT = — co LPMT, quae proprietas pertinet ad fediones 

conicas. 

2°. Sint plura punfta & plures redae. 

Exemplum . 


mr z 

+ 

f» r 2 

+ 

WlV"» 

+ 

wV* 

+ . . 

. . 

= «9 

+ 

ay' 

+ 

*Y 

+ 

«Y 

+ . . 


dr 

2 wr-j- 
ds 

+ 

» idr' 
2wr-— 
ds 

+ 

'n //dr* 

2 wr — 
ds 

+ 

m ...dr'" 

2W r 

ds 

+ . • 


- & 
dz 

+ 

,dy' 

a 

dz 

+ 

ds 

+ 

ds 

+ . . 



feu 2’»rcoLFMT+2m'r'co(.F J MT+im l r r co[.F"MT+2i»V'co[.F"MT+. . . . 
= acor.PMT + a 'cof .PMT + a‘co(.P"MT + acot.P"MT +. . . . 
quae proprietas pertinet ad circulum. 


Scholium . 
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Schohum. Ex his exemplis patet, faspe potius efle, proprietates curvarum 
ex proprietate quapiam primaria deducere; operationesque mere algebraicas 
polle fieri & longiores & minus lucidas, quam qua? magis geometrice indi¬ 
tu untur. 

Caput Sextum. 

De L o g a r i t b tn i s. 

T §• 54 * 

|n diflertatione jam nominata Expojiticn clementaire des principes des calatis fupe- 
neurs cap. VI. logarithmorum theoriam & calculum ex contemplatione curvae 
logarithmicae deduxi. Et quidem curva haec omnino mihi apta videtur ad di¬ 
lucidandum hoc caput, quod tanti eft per univerfam mathefin momenti. Cum 
vero idem fpeftari poffit tanquam ad calculum proprie pertinens, methodus 
mere algebraica, & progreflionum.geometri carum natura immediate nixa, po¬ 
tior videri poteft, quam methodus mixta (nempe partim geometrica & partim 
algebraica), qua in praedifta diflertatione ufus fum. 

Methodus autem, quam hic profecuturus fum, eft mere elementaris, ne¬ 
que ulla infiniti notione aflefta. Eandemque eo lubentius evolvam, cum (quod 
fciam) prorfus fit nova, principiis prius politis omnino confentanea, fsecunditati 
eorum luculenter oftendendae apta, & demonftrationi Pfleidererianae theorema¬ 
tis Tayloriani valde analoga. 

§. 55. Sit a* quantitas exponentialis, quae proinde funaio eft exponentis 
mutabilis z> Et quoniam imminuta z (pofito a numero po/itivo unitate ma¬ 
jore) unitas eft limes quantitatis decrefcentis & (§. 22 .) 

Sit <i z - 1 + Az + Bz 5 + Cs3 4. Dz 4 + Ez* + Fz 6 + Gz 7 +.... 
Erit ideo - i + 2 Jz+2*Bz 7 +2*CzS+2 4 Dz4+2 s Ez 5 +2 6 Fs 6 + 2 7 Gz 7 + . 
a3z = i + 3j4z+3 2 Bz*+33Cz*+ 3 Wz4+45EzS+ 3 <>Fz<>+2 7Gz 7 + 
fl4z = 1 + 4 ^*+4 2 £ z2 + 4 3 Cz 3 -f 4 4 Dz 4 -\-^ 5 Ez 5 -f 4 6 pz 6 -j-4 7 Gz 7 -\- 
flSZ = I+5^+5 a ^H5 3 C^3 +5 4^4 +5 5 £s 5 +56 ^ 6+57Gx7 + y’' 


Hinc 
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Hinc fumtis differentiis primis erit (§. s. Tntrod .) 

( a z -i ) a z = ^z+(22-i)5z24-(2 3- 

(a* -l)« 2Z =^Z+(32-22) J B z2+ (33. 2 3)Cz3+(34.24)Z}z J+(35. 2 5)£ Z 5 + ( 3 6. a 6)Fz6 + ... 
(a z . I )a3Wz+(4 a -3 a )^ 3 +( 4 3-33)Cz3 + ( 4 4_34)Dz4 + (45- 3 5) J E: Z 5 + ( 4 6_ 3 6 ) Fz6 + ... 
(a z -i)^ 4Z =^z+C5 2 -4 2 )Bz2+C53- 4 3j ) Cz3 + (54-44)Dz4+(55. 4 5)£:z5 + ( 5 6. 4 6)Fz6+... 


Quoniam autem q z = j + ^ + ^ 2 + Cs 3 .... 

et a z - i = yfe + ^ 2 + C 2 3 + Z?s 4 + i'a 5 + .... 
primus terminus Pinguiorum produftorum, (n z -i)a z , (n z -i)a 2z , (a z -i)<i3z # 
(flz_ 1 ) 4 z > . . . . ipf e fit Az: unde in aequationibus praecedentibus dividendo 
per z, & aequando terminos conflantes (juxta methodum reverfionis ferierum), 
fit A ~A. Quare A manet quantitas indeterminata. 

Sumantur differentiae fecundae. Erit (§. s. Introd.) 

(a*.-iy~a z =A , (3 2 ...I 2 )^ 2 +A , '(33...i3)C S 3 +A ' ( ' 3 4.., ] 4)y s 4 + ^ 3 5.. tI 5)F s 5 4 . ># , 
(a z -i) 2 aiz =A"(4 2 ...2 3 ) J 5« 3 +A , ’(4 3 ...23)C , s3+A , '(44...24) j D5s:4+A'( 4 5... 2 5)F»5 + . ># 
^ Z -i) 2 « 3Z =A"(5 2 ... 3 2 ) j Ss 2 +A' , ( 5 3...33)Cs3 + A'( 5 4 >;<3 4 )Ds 4 +A " (5 5...35 ) ^5 + _ 
(a z -i)2fl4z = A"(6 2 ...4 2 )^ 2 +A"(6 3 ...4 3 )Cs3 + A"(6 4 ...4 4 )Ds 4 +A"(65... 4 5)Ea5 +<>i 

Jam vero, quoniam n z -i = Az + Bz 2 + Cz* + Dz* + Ez^ + ... . 
Primus terminus tam quadrati { a * - 1 ) 2 , quam Pinguiorum produftorum hujus qua¬ 
drati per terminos a z , a=z ? fl3Zy fl4 z . . . . efl AAz 2 . Coefficiens autem primi 
termini Bz 2 fecundi membri cujusvis aequationum praecedentium efl differentia 
fecunda quadratorum numerorum naturalium; & proinde (§. q. htrod.) quantitas 
conflans 1 . 2 . Hinc dividendo utrinque per z 2 , & aequando invicem terminos 
conflantes (juxta methodum reverfionis ferierum), fit AA = 1 . 2 B; & proinde 

B = — AA. 

1 . 2 


Suman- 


»9 


Sumantur differentiae tertiae; erit (§. s. Introd.) 

(a *- i) 3 n z =A'iC4 3 ...i3)(7 s 3 +A" , (4 4 ... I 4 )D554+iA , (4 5 ... I 5 ) J Ea; 5 -HA'(4 6 ...i 6 )F2 6 +... 

(a*. O 3 ^ 2 = A ,, t 5 3.. #2 3)C23+A ,, lC5 4 ...2 4 )DaHA"(C5^..2 5 )iE:«^t5 6 ...2 6 )i^ 3 +... 
(a z - i) 3 fl3z = Al(6 3 ...3 3 )Cs 3 +^ , "(6 4 ...3 4 )Ds 4 4-^ , (6 5 ...3 5 )£2; 5 +A , (6 6 ...3 6 )/f , s 6 +.. 
(a z - i) 3 a4z _ a , '(7 3 ...4 3 )Cs 3 +A , "(7 4 ...4 4 )Z92 4 4*^1C7 5 ...4 5 )^ 5 +^'(7 6 ...4 6 )Fs 6 +.. . 


Quoniam n z —i = Az-\- Bz 2 + Cz 3 -\-Dz* +Ez s -f-. 

primus terminus tam cubi (a z — i) 3 , quam fingulorum produ&orum praedi&i 
cubi per terminos n z , a* 2 , a3*, a**. . . . eft ^ 3 z 3 . 

Coefficiens autem primi termini Cz 3 fecundi membri cujus vis aequationum 
praecedentium eft differentia tertia cuborum numerorum naturalium; & pro¬ 
inde (§. q. Introd .) quantitas conflans = i. 2 . 3: hinc eadem methodo, qua coef¬ 
ficiens B fuit determinatus, fit A 3 = 1.2. 3 C; & C — — l — A 3 . 

1 . 2.3 

Sumantur differentiae quartae; erit (§. s. Introd .) 

(flZ-j)V =A' V (5 4 ...I 4 )Dz 4 4-A ,V (5 5 ...l5) J E S 5 +A ,v ( 5 6 t tI 6^6 + ^' v ( 5 7 >>>I 7^ ;S 7 + ^ 

(a z -i) 4 a3 z =A' v (6 4 ...2 4 )Dz 4 +A ,v (6 5 ...2 5 )Ez 5 +A ,v (6 6 ...2 6 )i : 3s 6 +d ,v (6 7 ...a 7 )^ 7 +- 
(a z - i) 4 fl 3 z =s A ,v ( 7 4 ... 3 4 )Z 9 z 4 +A ,v ( 7 5 ... 3 5 C^ 2 ; 5 + A,V C 7 6 — 3 6 )^ 6 +A'’( 7 7 ... 3 f )Gz 7 4 -.. 
(a z -0 4 a4z=A ,v (8 4 ...4 4 ) D « 4 + AlV C8 5 *-4 5 ) £ « 5 +A ,V (8 6 ...4 6 )Fz 6 +A' V (8 7 ...4 7 )Gz 7 +.. 


Quoniam a z — 1 = ^z+ 5z a + Cz 3 + Z9z 4 4 -£z 5 4 -. 

primus terminus tam quartae poteftatis (a z — i) 4 , quam fingulorum produ&o- 
rum hujus poteftatis per terminos a z , a 2z , a 3 z, a ^, . . . , eft^ 4 z 4 . 

Coefficiens autem primi termini Z)z 4 fecundi membri cujusvis aequationum 
praecedentium eft differentia quarta'quartarum poteftatum numerorum natura- 
Jium; & proinde (§. q. Introd.) quantitas conftans = i. 2 . 3 . 4 . Hinc priore me¬ 
thodo fit A'= 1 . 2 .3-4°i & °= ~~A*' 

r. 2 . 3.4 

Eodem prorfus modo, fumtis differentiis quintis, primus terminus omnium 
produftorum (« z —i) 5 a nz eft B 5 z 5 ; & coefficiens primi termini Ez 5 pofterio- 
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ris membri lingularum expreffionum horum produ&orum eft differentia quinta 

quintarum poteftatum numerorum naturalium, nempe 1 . 2 . 3 . 4 . 15 . Hinc 

^ 5 = 1 . 2 . 3 . 4 .&£ =—-— A 5 . 

1 . 2 ... 5 

Tum fumtis differentiis fextis, primus terminus omnium produ&orum 
(az — i) 6 fl nz e ft A b z b . Coefficiens autem tei*mini Fz b eft differentia fexta Tex¬ 
tarum poteftatum numerorum naturalium; & proinde (§. q . Introd.) quantitas 

conftans 1 . 2 ... 6 . Hinc A 6 = 1 . 2 ... 5 . OF; & F = --— -A b . 

1 . 2 ... 5.6 

Eadem methodo determinantur coefficientes potentiarum fucceffivarum 

ipftus z ; unde confequitur formula generalis. 

= i 4~ Az 4- Bz 2 4* Cz* 4- Dz 4 4- Fz$ 4- Fz b 4".) 

= 1 4 - Az 4 - —A 2 z z + —^—A*z*+ 1 — A A z A 4 —-— /J 5 z 5 + .... 

1.2 1 . 2.3 1 . 2..4 1 . 2..5 

§• 56 . Quantitas ideo exponentialis n z exprimi poteft juxta legem admo¬ 
dum regularem per exponentem z y & aliam quamdam quantitatem A , quam 
ab ipfa « pendere deinceps videbimus. 

Si vero z fit numerus negativus, erit eodem omnino modo -L(=a~ r ) = 

a z 

= I— Az + -LA'z* - ~4 3 z 3 + _i—- ?—A 5 z 5 +. . . . 

1.2 I» 2.3 1 . 2...4 1 . 2...5 

Obfervatio. Si Az unitate major non eft: feries haec non modo convergit; 

fed etiam termini ipfius, inde a termino quocunque propofito fumti, celerius 

decrefcunt, quam termini progreflionis alicujus geometricae decrefcentis. 


Etenim fit Az — 1 ; fintque tres coefficientes fucceflivi - ---. 

1.2 ...p' 1.2...JJ+1 

_i_: termini hi funt inter fe, uti ,, -i_, -i- . -i-. Jam vero 

1 . _1_ 1 . er p;o termini hi velocius decrefcunt quam in progreflione 

f+i F+i Ap+i) 2 ’ 

geometrica, cujus exponens -i-. Idemque tanto magis obtinet, fi Az<^ 1 . 

Quodfi autem Az > 1 . Sit p numerus integer non major ipfo Az y fed illi 

nroximus. Terminis, ~A 2 z 2 , -J—A*z 3 , —-— A A z A -- ~A v z v con- 

* ' i.a 1 . 2.3 1 . 2...4 1.2 ...p 

tinue 


1.2...P+2 



tinue crefcunt: qui vero hos fequuntur termini, continue decrefcunt, & rapi¬ 
dius quidem quam in progreflione geometrica. Etenim tres termini fucceflivi, 

1 I >7P-Pm+I % p4-m-H - 1 -.y^P+ m +--P+ m +3 

I.2...J3+W * I.2...JJ+HI+1 I.2...^+W+2 

funt inter fe uti quantitates u Quoniam autem 

tanto magis eft < i i pariterque < ( y +m+T y Promde 

termini fuccefli vi rapidius decrefcunt quam in progreflione geometrica, cujus 
exponens efl: numerus fraftus Nominatim praedifta feries inde a ter- 

mino rapidius decrefcit quam in progreflione geometrica, cujus exponens 

1 . 2 . ..p 

d?L - itaque fumma terminorum ab hoc termino decrefcentium minor efl: quam 
f+i 

A ? z v P-r eu A v z v _ P+ 1 _ Proinde utut magnus fit numems 

1X5 Lx—=FiJ ’ I - a -P P+'- Az 


Proinde utut magnus fit numems 


Az , feries haec ultra certum limitem non excurrit. 

Ceterum quod ad applicationes feriei hujus attinet; fatendum, eam ufus 
facilis e fle iis tantum cafibus, quibus Az = i. 

§. 57. Applicationum quarundam hujus feriei gratia, quae deinceps ex¬ 
ponentur, e re erit in ejus naturam penitius inquirere. 

Az \ n 

Sit binomium (1 H- ) ; erit femper 

11 * 

Az\ n , w Az , » «-1 d 2 z 2 n-i »-2 A l z % x » w-3 / 7 4 * 4 + 


^ ^ n ' 1 « 1 


+Ill 


= I + Az +_1 A'-tf + 

1.2 1.2 


Sit autem n numerus pofitivus, qui major fieri poflit quocunque numero 

propofito. i 

T o Sit Az = i- Unitas efl: limes 'faftorum 1 — -, 1 — i, 1 —3 
1 * n n n 1 * * * * 

quorum numerus p; & proinde etiam unitas efl: limes produfti 

M 2 


1 ■— 


02 

I 


~~ 1 1 1 '—\' ' ' • 1 (5- 2I 0; unde feries 

n n n n n 


I + I+ 1 + — + - L -+....+ 1 

eft limes feriei 

1.2 1 . 2.3 1.2...4 I.2...J+I 



I- 1 I- 1 I- 2 I- 1 1 -1 

z .± 

i-P 

1 + 1 + fL h -a. — !L + _!L._1+_ 

n 

n 

1.2 1.2 3 1.2 4 

1.2 

'Vi' 


Atqui, quo majof p , eo minores funt factores fequentes i — & eo 

n 

majores funt denominatores i. 2...p+m +1 terminorum fucceflivorum; pro- 

inde, a fortiori, feries i +1 + — + -i- + _l_ + -_ L _ +.... e ft limes feriei 
1.2 I.2. 3 I-2.-4 1.2..5 

1 - ~ i--j- 1 i-— 1-— i-d. 1 -i. 

I+I+ Tf + Tf--f + Ti'- -r+-rr----s i+ . ; feu * uantitatis 

(i + -T- 

n J 

2 °. Haec valent a fortiori, fi ^ < 1. 

3°. Sit Az > 1; & fit p numerus integer non major quam z , fed ei 
:imus. 

I-J. 1 _ P-T 

Sumto termino —!L- I LA P z p ; termini, qui illum fequuntur, rapi- 

1 .2 p r 

dius decrefcunt quam in progreflione geometrica, cujus exponens di : tum 

p~\~ 1 

quia faftores fucceffivi denominatoris p+ 2, p+ 3, p+^....p + m majores 

funt fartore p+1; tum etiam quia faftores numeratoris 1 — E , t _ P+i 

n ’ n "" 

1 — con ^ nue uninores: & proinde, a fortiori, fumma omnium ter- 

j.l i-t? 

minorum, inde a termino —2-”.— ^A p z p , minor eft quantitate 

1.2 3 P 

1 - - 1 -- j.pn /- ±-\ 

—* • • • — *LA p z p [ i—dL ), cujus limes eft 
1,2 3 p N p+i* 

_ 1 

^-——-jS v z p . 1 tantoque magis fumma omnium terminorum inde a ter- 


proximus 


mino 
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.1 i - P+™" 1 

mino T ------minor eft quantitate 

1.2 P+ m 

1 p+m-l /- T _ i _ P+™~I 

1 ~ n .^lT ir I/i f ’ +m S P+m ( ), fcll- "... ° ^ P + m zP+ m - 

l%2 ’ ’ ' p+m' i, 2 p+m-i p+m-Az 

cuius limes eft --- si t+m z ; quse cum minor iit quan- 

J i,2 _ p + tn-i p + m-Az 

titate A?Z * - Az - A ™~ 1 - > poteft reddi minor quacunque quantitate 
1.2 ...p p+m-Az (/>+O m-1 

propofita. 

Proinde tandem in omni cafu feries 


\+ Az+ —A 2 z 2 + — ^A 3 z 3 + —^ 4 « 4 + .... limes eft feriei, quae ori- 
1.2 I-2-3 1.2...4 


tur ex quantitate (i + 


evoluta, feu eft limes hujus quantitatis. 


§. 58 - Quoniam a exponens eft rationis a: i ; n z exponens eft rationis 
(a : i) z . Scilicet ratio (« : i) z componitur ex z rationibus ipft rationi a : i 
aequalibus; feu z metitur rationem (a : i)z. Hinc z dicitur logarithmus ratio¬ 
nis*^ : i) 2 ; feu omiffo confequente i, communi & conftanti, z dicitur loga¬ 
rithmus ipfius « z , quatenus logarithmus ipfius a eft unitas. Quantitas a dici¬ 
tur hafis logarithmica ; quantitas A autem dicitur modulus. Diverfitas fyftema- 
tum logarithmicorum pendet a bafi a; proindeque etiam a modulo A. 

Bafis itaque a modulo ha pendet, ut fit 


1 = 1 + A + t^ a> + iir 3 Ai + 


Ex.gr. Sit A= i; erit «=i + i + 1 -+^+ — 


= 2, 718 281 828 4gi- 


Syftema logarithmicum huic fuppofitioni refpondens dicitur fyftema natu¬ 
rale , feu etiam hyperbolicum; atque inter mathematicos convenit, bafim a 
hujus fyftematis per litteram * deftgnare. 

M 3 §. 59 - 
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§. 59 * Quoniam 

« z = l+Az + —*» + JLz* «5+ ,6 . 

1.2 1.2.3 1-2-4 1.2..5* + ’ 

et r* = l-A z +^l z >-^L^ + J*l_ z * -^g_, < + .6 . 

12 12.3 1.2...4 1-2-5 1.2...6 


erit 


n z + orz 
2 

a z — or z 


= i + —Z 2 4- 


A* 


z 4 + 


A<> 


z 6 + 


A ' .z*+^'° 


-* I --4* 1- ** - -- 

I. 2..4 1 . 2...6 1.2 ...8 I.2..I0 


Z l ° + . 


Nominatim 


= ^ + aH z 3 + ^L zS+ _^L z 7 + a^ z , + J^_ 

*' 2 '3 1-2-5 M-7 i*..» 1.2..11* + - 


<2 + ^- 1 + 

_ z 4 4 - 

* z 6 | 1 

♦ 8 1 

2 1.2 1.2. 

• 4 * + 

1.2...6 I>2.. 

^ + 

£ z -f-Z T T 

-- ^ + —I—3 3 + _1 

— Z 5 4 - 

1 ~7 | I 

„0 1 

2 1-2.3 1.2. 

—T 

•5 

I.2...7 I.2.. 

— z * 4 - 
•9 


• 2 ..IO 

I 


S T0 +., 


r^+. 

w -** ‘'"."i l.^..i 

§• 60. Quoniam 

" =,+A+ i^ s + xii^ 3 * 3 + +. +.... 

Exponentibus diflerentialibus fumendis erit 

~= A+A'- z +J-A 3 z* + -LaU 3 + —A^z 4+ _!_^*s + . . 

1 1 - 2 -3 1.2...4 1.2...5 

= ^(l+^t + -L^, 3 + _J__ ~ 3 I '„ 4 I 

1- 2 1.2.3"* 4 + 5 X 74 * + TT-i^ 5 * S +- 

' = Axa z . Hinc 

d J a* , 

~ = ^-X« z 

d 3 « z 

d 4 n z 

dx J 


Pro- 
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Proinde exponentes differentiales omnium ordinum quantitatis exponentialis 
exponentisque ejus z fequuntur progreflionem geometricam, cujus exponens 
eft ipfi A aequalis. 

§. 61. Quoniam a = i + ^+—+—- + -f - . . 

1,2.3 I 2 .4 * I.2...5 1.2. 6 * 

feu a —1 = A-\- ---j_--7 4 " • • • 

1.2 1.2.3 1.2. ..4 1.2...5 1.2...6 

Adhibita methodo reverfionis ferierum invenitur modulus A per bafim a ex¬ 
pretius. Potior autem mihi videtur ufus fequentis methodi, qua fimul loga- 
rithmorum ipforum exprefliones confcquimur. 

Qnoniam a z = 1 -\-Az + -s 3 —s 5 .... 

1.2 1.2.3 12...4 1.2...5 

fiat z = n&z- 

Eritetiam a A ’= i+^ia+^Aa ! > + l ^-^ 3 + I ~to« + j^Az 5 +... 

v 43 44 >15 

„Z = («■&) = (i + ^ 3 + — A2“ + —.A»* + —+ y^AX 5 + ...)" 

A 2 A 4 

Sit autem (1 + Akz + - 2 A * 2 + TA7 .3 3 +4 + IX5 A * 5 +• • • ) n = 1 + y 

3 


erit 


AAz + + r^ A * 3 + IX 4 Az4 +7^ 5 --Aa 5 +...) =(l+») n —I 


I.2..5 


et AnAz(l + ~ 2 Az + l A ^ zl +-[~^ 3 + -~l^+...') =n((i+f)"-i) 


I - — I 2 I 2 2 - — j - — 2 -— a 4 

= l/—. _ n p2_|__ H . «t;3 1_» n_j;4 _|1 n IL.f H . n T>5 

i.a i.2 3 123*4 1.2 3 4 5 

Sed wAs = z = log. 1 + v (hyp.) 

Ergo A log. 1+0(1 + ^ AZ + 7X3 A* : +7“ As 3 + ri^ A * 4 + ^ 6 Az 3 +-) 


Az 


Az 


I.S£ 2-- i- A - 2- — a-^E , - „ 

_ +_X-.-—JLt,;>-J-——?_t> 4 +- LlT 4 ~ 

1.2 1.2 3 1-2 3 4 -5~ 




Cum 



g6 


Cum haec aequatio femper locum habeat, limites etiam membrorum ejus 
funt inter fe aequales (§. 4.) Sed hi limites funt A log. i-fr, & 


V — \v 2 -{- Jy 3 — -iy 4 -f- |y* — .... 

Ergo ^log.i+y= y — \v 2 + \v* — Jy 4 -p|y 5 —. 

Hinc -^log. 1—y==—-(y+|y 2 4-jy 3 + |y 4 +|t; 5 -f.) 

Unde ^log.>^i-yy =— (y 3 + |y 4 4- |y° + *y 8 +.) 

et ^log.r.L +5 = (t,.+ *t ,3 4. |i ,5 + 1„7 + .) 

Non pertinet ad fcopum praefentem, varias evolvere formulas variaque 
artificia, quibus ( quamvis diu poft inventos & computatos logarithmos) cal¬ 
culi logarithmorum compendia fuere fubminiftrata. Confulantur hac de re 
fcriptores, qui artificia illa exponere fategerunt, quos inter fagaciflimus Ber- 
trand in opere fuo infcripto: Developement nouueau de la partie elementaire des Ma - 
themati ques. 


§. 62. Formulam ^log. 1 + v = y — |y 3 4 - \v* — -f |y 5 — . . 
confequi potuiflemus per prima calculi differentialis principia, ut fequitur. 


‘Quoniam log. a 2 = z; & -l—=A.a z ; 


-=A.a z ; & 


d.log.g _ 1 ; 

d.a z A a' * 


Sit itaque y — log. 1 4- v. 

Erit ~ = ~f^r v ’y & quoniam y — o; quando y = o, fit (§. 27.) 


y = ~(v — ±v 2 + \ v3 —\v* 4-|y5_ ....); quod etiam poteft obtineri 

convertendo —— in feriem, & integrando, 
i+y 

Nempe: ty. = }. (1 — y 4- v z — y 3 + y 4 — v 5 +..,.) 
dy A K 


y = ^(0 — \v 2 + |y 3 — £y 4 + Iy5— iy 6 +....) 
feu ^log. I+y = (y — iy 3 + Jy3_ly4 + Iy5_ly6 + . . . .). 


Corollarium. Quantitate y manente eadem, produftum A\og.\-\-v ejus¬ 
dem etiam magnitudinis manet. Proinde in diverfis fyftematibus, logarithmi 

unius 
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unius ejusdemque numeri funt in ratione inverfa modulorum horum fyfte- 
matum. 

Eft etiam ^ log. + |i> 5 4 - j v? + • * • • • 


Sit ^ unde «; = !!!=£; & A\og.rl^ u = A\og.* ■ 

Erit A Iog.a 2 = a £=± + \ 3 + ^(^7) 5 + ) 7 + 

Sit 2= 1; erit ytflog .a = ^7+iC^7) 3+ iCr^T) 5+ K^+l) 7+ ” 
Sit b bafis fyftematis logarithmici; unde log. a = log. b = i; 

^-■J 5 +I +a U+J +5 W+l>' + 7 ^bb+ J 

Obfervatio. Modulus cujusvis fyftematis eft logarithmus naturalis bafeos 
liujus fyftematis. Etenim quoniam modulus logarithmorum naturalium feu 
hyperbolicorum eft unitas, erit -^log. b = log.hyp. b. Sed log. b = 1; ergo 

^=log.hyp. b . 

Ex. gr. Bafis logarithmorum vulgarium feu Briggianorum eft 10. Loga¬ 
rithmus hypcrbolicus ipfius 10 eft 2, 302 585 °jt* Hinc modulus logarithmo¬ 
rum vulgarium eft 2, 30* 5 85 ?± P^inde fi logarithmi hyperbolici per hunc 
numerum dividantur, oriuntur logarithmi vulgares; & viciflim, fi logarithmi 
vulgares per eundem numerum multiplicentur, oriuntur logarithmi hyperbo¬ 
lici. Cum autem logarithmorum hyperbolicorum ufus fit quam frequentilfimus; 
optandum fane foret, ut tabulae horum logarithmorum-in promtu efient non 
minus extenfae] quam tabulae vulgares. 

§. 63. Poftquam logarithmorum theoriam ex contemplatione progreftio- 
jium geometricarum primariisque earundem proprietatibus deduxi, atque ita 
ad calculum elementarem revocavi : non inutile cenfco in gratiam tironum 
idem fubje&um paulo aliter traftare; ftriftim ea exponendo, quae in opufculo 
Kxpoftion elemcntaire &c. de curva logarithmica fufius tradidi. 
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Fig. 16. 


Definitio. Cure a logarithmiea feu logiftica ea eft, in qua, abfeiffis in pro- 
greflione arithmetica fumptis, rete axi ordinatim applicatae geometricam fe- 
quuntur progreflionem.. 

Corollarium . Ex definitione immediate fequitur: partem axis abfeiffartim, inter 
duas rettas axi ordinatim applicatas comprehenfam, menfuram effe rationis harum 
ordinatarum; ita ut, differentia abfeiffarum manente eadem, ratio ordinatarum pa¬ 
riter eadem fit; & viciflim, ratione ordinatarum manente eadem, differentia ab¬ 
feiffarum pariter eadem maneat. Si vero pars axis inter duas ordinatas fit dupla, 
tripla, quadrupla, quintupla, - - - n tu P la ; etiam ratio duarum ordinatarum eft 
duplicata, triplicata, quadruplicata, quintuplicata,-np^cata. 

Quibus pofitis, fint duse ordinatae, quarum ratio datur; & per punfta ex¬ 
trema harum ordinatarum ducatur refta, quae axi occurrat, feu linea fecans. 
Dico: fubfecantem effe etiam datae magnitudinis. 

Sint nimirum MP, M'P' duae rete axi ordinatim applicatae. Ducatur 
MM\ quae axi occurrat in S . Sit ratio MP : M'P' aequalis alicui rationi datae; 
dico, lineam PS etiam effe magnitudine datam. 

Ducatur Alm axi parallela, quae ordinatae MP in m occurrat. 

Quoniam ratio MP: M'P' datur; ratio MP: MP — M'P' feu MP : Mm pa¬ 
riter datur. Sed MP: Mm = PS : Mm; ergo & ratio PS : Mm datur. Sed 
propter rationem datam MP:M'P', PP' feu Mm datur magnitudine; ergo 
etiam PS datur magnitudine. 

Atqui (§. 40.) fubtangens cujusvis curvae eft limes fubfecantis; ergo 
etiam, fi a quocunque puntto logarithmicae ducatur tangens, quae axi occur¬ 


rat fubtangens eft datae magnitudinis. Quae propofitio (ft opus foret) imme- 
diate etiam poffet demonftrari, evincendo (per abfurdum) impolTibilitatem in¬ 
aequalitatis fubtangentium diverfis logarithmicae punftis refpondentium. 

Sit ideo MP = v, & fit t fubtangens conftans: erit t = yp. 

At 

& = —. Unde fi y = 1 + v > fit 

d ij y 


dx ___ t 1 
d y 1 + u 

& x 


= f( I — V -f- V 1 - » 4 - O 5 + o 4 - • • • •) 

= l(y — Ivt + lv 5 — £t' 6 - +T 1 ' 7 — • • • •) 
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Proinde in diverfis curvis logarithmicis logarithmi ejusdem rationis funt 
in ratione fubtangentium harum curvarum; & fubtangentes inverfe funt ut 
moduli fyftematum logarithmicorum hisce curvis refpondentium. 

§. 64. Ex aequatione differentiati curvae logarithmicae t = y —; feu 
^ j fequitur 


ddy _ 

dy 

= da; = — 

y 

dx* “ 

T~ 

t % 

d 3 y = 

6jr 

- dx — 

y 

dx 3 

t* 

t 3 

dh/ B 

dy 

= dx = 

y 

dx 4 

75 

* 4 

Vy s 

dy 

= 7x = 

y 

dx 5 

t* 

* 5 


Fiat x = x + A* 

& proinde y = y + Ay. 

, j\x di, AJC 1 ddy A* 3 d 3 ? A* 4 d 4 y , 

Erit y + Ay — y + x I# 2 d*~ + 1.2.3 d* 3 1.2...4 cU 4 

4... 

^ I t + 1.2 * 2 + I. 2.3 * 3 1.2...4 * 4 

Atqui quoniam y = * s ; & y+dy = « x+Ax = yx 
. Ax Ajc 1 A* 2 I , A*3 t A* 4 j Ax* _ J_. 

ent * =I + 7'7 + UT' + I - 3 ^ + ]ir4'? + w-8 <5 

Univerfim igitur 


(§•3*) 


e z =I + _._. 


1.2’ 1.2.3 


3 4 T 3 5 I 

2...4*^ 1.2...5 i 5 "" 


1 g 1 g* . 1 a 3 , t__i_ s 5 

= 1 +—• t + ,. 2 ‘<* 1.2.3't 3 I-2-4’ < 4 1.2...5'i 5 + 

prius §. 55 -) ' 


loo 

t • . 

§. 65. Quemadmodum curva logarithmica apta fuit ad theoriam logarith- 
morum illuftrandam; ita & aliae fingi poliunt curvae, quae eidem fcopo refpon- 
derent. Celebris ob infignes fuas proprietates apud Geometras eft curva /pira¬ 
tis logarithmica difta. In hac curva angulus inter duos radios veftores compre- 
henfus eft menfura rationis horum radiorum; unde fequitur, data duorum ra¬ 
diorum ratione, fpecie etiam dari triangulum his radiis veftoribus & chorda 
ipforum extrema jungente comprehenfum. Proinde data ratione duorum ra¬ 
diorum; fecans fpiralis logarithmicae, per punfta extrema horum radiorum dufta, 
inclinatur fub angulo dato alterutri horum radiorum; unde concluditur (per 
§. 4.) angulum, quem tangens fpiralis logarithmicae facit cum radio ad pun- 
ftum contadus dudo, conftantem efte in eadem fpirali logarithmica. Et diver- 
fitas hujus anguli determinat fyftema logarithmicum fpirali liuic refpondens. 
In hyperbola conica ad afymptotos relata , fpatia hyperbolica inter duas ordi¬ 
natas comprehenfa crefcunt etiam ut logarithmi rationum abfciftarum. (Vide 
Caput X .) 


§. 66. Ex praecedentibus determinantur rationes differentiales quarum¬ 
libet quantitatum exponentialium, quod nonnullis exemplis oftendam. 

1°. Sit P = x m e *; erit 
d P 

= e* (mx m ~ 1 + 

d 3 P 

= e* (m.m- 1 .m- 2 x ™~3 + 3 ro.ro- \ 4. 3 m . .*m-i 4. 

d^P 

dx* 


— e* (w...»/- 3 x m “4 4 - 4w...w-2X m “3 4- 6 m.m -1 x m ~2 4- ^mx m ~s 4- jt™) 


* 5 P v/ 

£- 6 — e* {n^-4X™-S+Sm.'.m-$X^\+lQm...m-2X™-Z+IQm.m-lx™-2+$mx™-l+x*y 


d n P 


dv" ~~ £ * 1 ^ ro..ro-(w-3)* m - n *2+..~ ro*">-i+* m ) 


2 0 . Sit 


2 °. Sit P — xy. Log. P = ylog.* 
Ap _ D df/,_ 


= P^Xog.x+Pyl = ^log.x+yxr-i. 


3°. Sit /^log.ro*; 

aA: * 


ddP . i i 

-T-x == WI.W/-I log. m -^AT-- 

d** ° ** 5 ** 

d 3 jP ,i,i 

= tfMW-i.w-2log.m-3*.— — 3»WM-llog.m-**.^-f-2w.Iog. m -I*.-I- 

&c. &c. & c . 

§. 67. Suppbfita formula differentiali l^Sf = -L; ex illa deduci pof- 
' d* * r 

fent aliae formulae differentiales quantitatum non exponentialium. 

Exempla . 

i°. Sit P = xy 

log.P = log.* -f logvy 


*? = » +^- 
d* d* 

Sit P = xijzv .... 

log.P = log.* + log .y -f log.» -f logo 


dP 1 1 

dx P x 

dP 

a? = yzl 

Sit P = ±. 


= — + 1 d» I 

x d* y d*'s ^ d*’o‘ 

= yzv +.^.xzv+ g-*yM- £*y*. 


log.p = 

‘log.* 

— 1 og.tj 

d / 3 1 __ 

1 . 

dy i 

dx'P 

* 

dx y 

dP 

1 

_ x a jl.±. 

dx 

Y 

d* yy 




4 °. Sit P = C a +* ) m 

log.P = wlog.(a+x) 
dP i _ x 
dx'P ~ m ' a+x 

dP P , , . 

Sx = m - a +x = 

§• 68. Ad formulas differentiales, capite hoc traditas, reducuntur plu¬ 
rimae aliae formulae differentiales; quae proinde integrabiles cenfentur, tabulis 
logarithmicis in promtu habitis: quod paucis exemplis oftendam. 

^ fiat xx-aa-(z-x) 2 ; hinc *= zz . ~^ an • z~x~ “ a l; 

ax 2 Z 2 Z 

d*_ T fzz-cici\ .. dv T (zz~cia ) 2 . T i , T a 4 

unde y = —+ C’ 


= | (- + > log. (*+ KW.) . +C 

= j(jr+y"(xx-aa)) 8 -log.( jc- f-7 ^JCJC-^(jc-7^ xx-aa )° + C 
= i at -aa) - Jflfl log. (jt: + K (jOf -era) ) + C 

Si exponens integralis evanefcat facto x=a, erit C=+\aa\og.a 

Kr _ rl„l rfr.w-mmW r^l/srr ( AX ' 


& y *= !§<*&?( (xx-*a ))— |flfllog.- 


|A^(XA-flfl) — fflfllog. 


x - y\xx - fla)* 


Sit = r(**+«a); 

ax 

fit eodem modo; y = 

Ad has formulas reducuntur aliae plurimae , quales hint 

fy _ x zm y •^ + aa ^, q U ^us m eft numerus integer. 

(Xx 

Formulae autem = x2**+i '/'(xx + aa) integratio obtineri poteft imme¬ 
diate; neque pendet a logarithmis. 


1Q3 

§. 6q. Formulae differentiales logarithmicce pofliint etiam quantitatum in 
feries converfionem reddere faciliorem. 


Exempla. Ponamus legem, quam coeflicientes poteftatum binomii fequun- 
tur, nobis efle adhuc ignotam; & fit 

(i+*) m = i + Bx 2 -\-Cx*Dx* +Ex 5 +Fx 6 + Gx 7 + , . . . 

Sumendis logarithniis erit 

wlog. i4-jc s log.(i + Ax + Bx z + Cx* +Dx 4 + Ex 5 4-F* 6 +Gx 7 4 * .... 
Sumendis exponentibus difterentialibus erit 

i __ Aj-2Bx-\‘3Cx2 4-4J)j?3 4. sFx4 4. 6Fx7 4.7GX64. . ♦ . . 

m ’ l+x i+^ar + Ba:» 4-Cx 3 +Dx 4 +Ex 5 + Fx 6 4-Gx? 4- . . . . 

et m(i-f ^ 4 x + ita 2 -f £* 3 4 - Dx 4 -f Ex* + Fx6 4. Cx? + . .. .) 

= (1 + *) ( A + 2Bx+$Cx 2 +^Dx* +5£x4 + 6Fx5-P7Gx6 4. , , . .) 

Unde aequando coefficientes poteftatum fimilium juxta methodum reverfionia 
ferierum fit 

A = m unde A = ^ 


zB+A 

= 

mA 

B = 

»» 

1 

m-l 

a 

3 C+2B 

= 

mB 

C = 

m 

1 

m -2 

3 

4O+3 c 

- 

mC 

D = 

«« 

i 

w ~3 
” 4 

s e+ 4 d 

= 

m D 

E = 

f» 

I 

4 W -4 

... y 

6F+5E 

= 

mE 

F = 

m 

1 

w -5 

6 

7G + 6f 

= 

mF 

G = 

Wl 

1 

vi ~6 
.~ 7 ~ 

- 

- 

- 

- 

- 

- 

J * 

- 

- 


“ 



Cconformiter §. g. Tntrod.) 


jC Eodem modo fit (i + -rf* +-S-* 2 +-Oc 3 +Z?jc 4 +£»5 _j__ _ _ )« 
= i + ^+ 5'* 2 + C'* 3 + D ' a : 4 + £^5 + - 


Erit 




Erit m\og.(i+Ax + Bx 2 -f-C* 3 +Dx 4 + Ex 5 

= log.(i-f^+ 5 U 2 + C^ 4- d'x* +E'x 5 + . . . . 

atque m* A + lBx + 3 C * 2 + 4 »** + 5 Er* + . . , . 

i + + Bx 3 '+ Ca 3 + 7^4 +. . . . 

= + 2fl* + 3 Cjc g + 4 PW 5 EW . . . . 

~l + + B‘x 2 + C'x z 4- L)'x *^^. . 

Unde coefficientes 5 ', C', Z)', E'.... facilius quam aliis methodis deter¬ 
minari poliunt 


LO 

** 

II 

1 4 - Ax 4- JBx*+ Cxr 3 4 Dx*+ Ex 5 + 

jvlog.a =l 0 g. i+Jx+ Bx 2 + Cjc 3 + Z?* 4 + ^ 5 ^., 

log.a = 

A +2Bx +3CX 2 + 4D*3 4. 5^44. 

log. a 

i + yfjf 4. Bx 2 + Cx* + Dx^ 4 " E* 5 4 -. 
(i+Ax + Bx 2 + Cx*+ Dx<+ Ex 5 + 

= 

A +2Bx + 3 Cjr 2 + 4 Z?x 3 + 5Ejf 4 + 

A = log.a 

feu A = log.a 

b = 

2 

B = JLW 2 a 

1.2 

3 f 

II 

O 

C= 1 log. 3 a 

3 

1.2.3 

D = fjP g :f 

D - 1 log. "a 

4 

I. 2...4 

w[to 

II 

fe} 

E = —?—log. 5 a 

1.2...5 

_ _ _ 

- 


a% = i+*log.a4- — log. 5 <H——Iog. 3 a+_f!_l 0 g.'>a + _—log.’a + . . . 

1.2 I.2..3 1.2..4 1.2..5 

(ut prius §. 55 .) 

4°- Sit log. i+x =, J X + .ftc 3 4- C* 3 + Dx< + Ex* + . . . . 

ent = A + * Bx + 3 C* 3 + 4O* 3 + 5 £* 4 + • • • • 

• _ 1 „ ^ . . iB . , 2 C . „ 4/5 . 


I = ^ +x A „+ x 2 2 ^. v 3 3^. 4 4^, 

+*#+ 3 C +a +4D + * +5fi + 








Unde A = + i 



Et log. i + x=z x — ijc 2 4 -*jf 5 — —.... (ut prius §. 61.) 

§• 70. Dixi (§. 78.), problema inverfum tangentium ad formulas diffe- 
rentiales logarithmicas faepe etiam in cafibus fimpliciflimis reduci. 

Exempla. i°. Quaeratur curva, cujus fubtangens datam habet ad abfcif- 
fam rationem. 

Erit ideo y = mx. 

5 4 y 

hinc d ±.L = _I/=£.L 
dx y mx m x 

feu % .1=1 

d v y m dv x 

* hinc log.^ = -\og.- -f C 

v m v 

mlog.y = log. a: + C 

y m = Cx, quae eft aequatio ad parabolam, fi w» fit quantitas 
pofitiva ab unitate diverfa; ad lineam redam, fi m = 1; & ad hyperbolas, fi 
m fuerit negativa, feu fi fubtangens & abfcifla ad diverfas ordinatae partes 
fitae fint. 

2 0 . Quaeritur curva, cujus fubtangens eft conflans. 

Erit ideo y— c; — •£=•£; log.y = £, quae eft aequatio ad logarith- 
micam. 


3 °. Quaeritur curva, cujus tangens datur magnitudine. 


dx V{tl-yy) _ U _ y . , 

Ay y yrw-yy) rX»-yy .)’ 

* = C + f ‘og. , — + r(f( - yy) , quse eft aequatio ad curvam tra - 

k W Horiam di&am. 

0 §■ 7«. 
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§.71. Priusquam huic capiti coronidem imponam; pauciftlmk attingam 
quaeftionem inter mathematicos nimium celebrem, de natura logarithmorum 
quantitatum negativarum: quae quaeftio nequidem mota fuiflet, fi algebriftae 
a legitima quantitatum homogenearum definitione Euclidea non recefiiflent. 
Scilicet: rationem inter fe magnitudines habere dicuntur , quee multiplicata fe invium 
fu per are pnjjimt. Jam vero, quantitas (ita difta) negativa, qu.otiescunque. multi¬ 
plicetur (hoc eft juxta genuinam multiplicationis notionem, quotiescunque fibi t 
ipfi addatur, feu repetatur), nunquam fuperabit quantitatem pofitivam. Erga 
nulla datur ratio inter quantitates (fic diftas) pofitivas & negativas. 

Nodus autem folutionis hic eft. Algebriftae ad quantitates ipfas transtu¬ 
lerunt, quae ad figna tantum pertinebant : omnes quantitates in fe fpeftatae 
funt pofitivae, fed tantum alias aliis funt oppofitae: liauc oppolitionem per figna 
4., —, defignatam non licebat ad quantitates ipfas transferre, & quafi duos 
ordines quantitatum hoc refpeftu conftituere. Quaeftionem hanc lucide admo¬ 
dum enodavit, & ad genuina principia revocavit illuftris Ki/estnerus ( Leipziger 
Magazin fur die reine und angewandte Mcithematik , 1786. 4fes Stjick'): qui (contra» 
opinionem tum Joh. Bernoulli, tum & D. dAxembert) Leibnijzii & Eu- 
leri fententiae aflentitur; nempe, logarithmos quantitatum (ita di&arum) ne¬ 
gativarum efie imaginarios; feu, nullam efie rationem inter negativas (quas 
vocant) quantitates & pofitivas. Quod attinet ad computum horum logarith¬ 
morum imaginariorum , vid. Euler Memoires de Berlin 1749. 

Caput Septimum. 

De fmirionibus trigoncmetricis arcuum circularium . 

§• 7* 

T^nalogia, quae inter quantitates exponentiaies a*, & funftiopes trigonome 
tricas arcuum circularium, quales funt finus, cofinus, tangentes &c. interce¬ 
dit, jam dudum fuit a mathematicis obfervata. Fundamenta autem analogiae 
hujus methqdo fatis elementari & lucida (quod fciam) expofita non fuerunt; 
qua id me praeftitiife arbitror, finus & cofinus cujusvis arcus circularis ex- 

prefiio- 
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prefllonem per hunc arcum iisdem omnino veftigiis indagando, quibus in pro¬ 
cedente capite infiftebam. 

Cum fin.s ejusmodi fit ipfius z funftio, quae evanefcit pofito 2 = 0; & 
ratio aequalitatis limes fit rationis decrefcentis, quae arcum inter & finum ejus 
intercedit: finus cujusvis arcus z eft funftio ipfius z, talis - - - - 
fin. z = s — Az* + Bz* + Cz* + Dz* + Ez<> + .... 

Et quoniam cof. 3 eft funftio ipfius z talis, ut fiat 1, quando z = o; mi¬ 
nor autem fit unitate, quando z crefcit ab zero inde usque ad quadrantem, 
erit cof. z funftio ipfius z talis - - - - 

cof. z = 1 —Az + B^+Cz 3 4 - D'z 4 -{-E r z 5 + .... 

§. 73. Sit itaque 

fin. z = x— Az* + Bz 3 + Cz 4 4 - Dz 5 + Ei 6 4— • • • 

erit fin. 2 Z. — 2Z— 2 2 Az* 4 - 2 3 Bz 3 4- a*Cz* 4 - 2 5 Dz 5 4. 2 6 Ez 6 4 - • • • • 

fin.32 = 3Z —3 a Az 2 + 3 3 J5z3 4- 3 4 Cz 4 4 - 3 sjJiS 4 - 3 6Ez<> 4 - • • • • 

fin.^z == 4X — ^ 2 Az 2 4 - 4 3 #z 3 4- 44CZ 4 4- 4 5 - 02 ’ 3 4 - 4 t Ez<> 4 - . . . . 

Sumtis difFerentiis primis erit (§. t. Infrod.) 

iCn..lxcof.|x=x-(a* - i)X^a+(*3 . i)Bx3+f 2 J . ,)Cx4 + (>s - i)Oi 5 4(= 6 - *)&•+... 

2 nn.ixcof.|»=l-( 4 5 - 3 3 ) 4 ix 4 +( 43 . 33 )Bl 3 +( 4 -t- 34 )Cl 4 + ( 4 5 . 35 )D x 5 + ( 4 6 .j 6 )£:,, ( s + .,. 

Jam vero in his aequationibus primus terminus omnium membrorum prio¬ 
rum, fi juxta fuppofitionem §.72. in feries explicentur, eft i*; pariter atque 
primus terminus omnium membrorum pomeriorum, qui igitur per fe congruunt. 
Sumtis differentiis fecundis erit (§. t. 1 'ntrod .) 

2= fin.»4»fin.2Z = — 2 M* 2 4 * A ( 3 3 — 13 )#* 3 + ^ ( 3 4 —1 4 )C« 4 4- . . . 

_2 2 fin. 2 ^ fin. 3« = —a"( 4 2 ... 2 2 )^ 2 4 -^ ( 4 3 — 23 )^ 3 (4 4 ...2 4 )Cs 4 4- ... 

^2 2 fin. 3 ^fm.43 = +A‘(5 4 ...3 4 )C* 4 4-.. • 

_ 

0 2 


Atqui 
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Atqui primus terminus omnium membrorum priorum, fi juxta* §. 72. in 
feries explicentur, continet tertiam poteftatem s 3 arcus mutabilis z; ita ut 
membra haec evoluta .fecundam arcus hujus poteftatem z 2 non contineant: 
proinde pofteriora etiam aequationum harum membra poteftatem z 2 non conti¬ 
nebunt. Sed in pofterioribus membris coefficiens poteftatis fecundae z 2 eft 
An 2 A = 1.2A: proinde 1. iA = o, .& A = o. 

Eodem modo demonftratur in ferie fin.s = s— Az 2 -\- Bz z + Cz 4 -f- Dz 5 +;... 
omnes deefie arcus mutabilis poteftates exponentis paris. Scilicet: fumtis 
differentiis ordinis 2 m, quae funt + 2^{in.^}zi\n.pz (§. t. Introd .), primus ter¬ 
minus omnium membrorum, priorum continet poteftatem ; ita ut in his 

membris defit poteftas par z-™. 

At vero primi termini omnium membrorum pofteriorum continent hanc 
poteftatem parem, affe&am cogfficiente, cujus unus faftor eft conftans 
AWmm «5= 1.2.3-..2»i (§. q.Introd.y Quare cum potentia haec exponentis paris 
ex fecundis etiam membris debeat exulare, alter coefficientis illius faftor eva- 
nefcat oportet; & proinde feries, qua finus per arcum exprimitur, hujus eft 
formae fm.z = « — Az 3 + Bz 5 + Cz 7 + + . .'. . 

Sumtis differentiis tertiis erit (§. ) 

2 3 fin. 3 £scof.f:& = A'i(4 3 ...i 3 )^s 3 — —A"(4 7 ...i 7 )Cz 7 — . . . . 

2 3 fin. 3 ±zcof.£z = a”(5 3 ...2 3 )^s 3 —A h (5 5 ...2 5 )Bz 5 — A"(5 7 ...2 7 )CV — . . . . 

2 3 fin. 3 5Scof.§3 = A\ 6 3 ...^Az 3 ^A\ 6 5 ...^)Bz 5 —A\6 7 ...^ 7 )Cz 7 . . . . 

Quoniam primus terminus omnium membrorum priorum juxta §. 72. in 

/feries evolutorum eft 12 3 , erit etiam primus terminus omnium membrorum 

pofteriorum 12 3 . Sed (§.q-Int r od.) An 3 = 1.2.3; ergo 1 = 1.2.3^, & 

A = L_ . 

1.2. 3 

Sumtis differentiis quartis & deinceps quintis erit 
2 5 fin. 5 §scof.£s = A v (6 5 ...i 5 )Zite 5 + A v (6 7 ...i 7 )C2 7 +A v (6 9 ...i 9 )D2 9 +...; 
2 5 fin. 5 ‘3C0f.§3 = A v ( 7 5 ... 2 5)^5 + A V (7 7 ...2 7 )C3 7 +A V (5 9 ...2 9 )D^ 9 + . . . . 

fl 5 iin. 5 | 2 C 0 f.^ = ^ v ( 8 5 ... 3 5 ) 5 s 5 +a v ( 8 7 ... 3 7 )C 3 7 4 -^ v ( 8 9 *** 3 9 )^ 9 + . . - . 

- * • m m - 

Primus 


4 


primus terminus omnium membrorum priorum eft i z 5 (§. 72.); ergo & 
primus terminus omnium membrorum pofteriorum eft 12 5 . Sed A v » 5 = 1.2... 5 
{§. q.Introd ergo 1.2... 5-8=1, &-8=pi—. 

Sumtis differentiis fextis & deinceps feptimis erit 
a 7 rin. 7 |scof.|2:= A vn (8 7 ...i 7 )^ 7 +A v,, (8 9 ...i 9 )£te 9 +A v,, (g* '...i T T )Ez l r +. .. 

—2 7 fin. 7 |;2Cof.y3 = A vn (9 7 ...2 7 )Cs 7 4-A vn (9 5 ...2 5 )Z?s 9 +A v,, (9 i i ... 2 1 l ')Ez J r +.. . 
— 2 7 fin. 7 £&cof.£s *= A vl, (io 7 .. 3 7 )Ca 7 + A vn (io 9 .. 3 9 )Z)s 9 +A vn (io t I ..3 I 1 )Es i *+... 


Primus terminus omnium priorum membrorum evolutorum eft 
ergo & primus terminus omnium membrorum pofteriorum eft — iz 7 . 
urimus terminus eft A v,1 » 7 CV = 1. 2 .. . 7 Cz 7 ; proinde —1 = 1. 
- 

Eodem modo fumtis differentiis oftavis, & deinceps nonis, erit 
IZ 9 — &*n 9 Dz 9 = 1.2...9 Dz 9 ; unde D = — 1 —; 


2...7C, 


pariter E = — 


& generatim 


fin. 2=* — 


-^— zf' + 

I.2...9 1.2...II 


§. 74. Inveftigatio cofinus eodem modo peragitur. 

Sit nempe coi. z = 1 — ./fz 4- Ez 2 4- Cz 3 4 - Dz* 4 - ETz 5 + • 

hinc COf.SZ = 1-2^4- 2 2 Ez 2 4- 23 Cz 3 4. 24 Dz 4 4- 2$Ez5 4- . 

co f. 3 z = 1- 3 ^ 4 - 3 2 8 z 2 + 33 Cz 3 4 - 3 4 ^ 4 + 3 5 -£z- 5 + • 

cof. 4 z = 1 - 4 ^x + 4 2 8 z 2 4 - 4 3 ^ 3 + 4*Dz* 4 - 4 5 ^ 5 + ■ 


Hinc fumtis differentiis primis erit 

jfin.li= A-(J*- ')B* J "( ji - - OEsS _- 

afin.il fini* = (3 3 -2 3 )<^ 3 -(3‘ , -2 4 )JH4_( 3 5. 2 s ) £j 5_- 

afin.lzfiD.la = -fc-(4 J -3 2 )-Bz J -(4 3 -3 3 )^ 13 - (4 4 -3 4 )£>z4_( 4 5_ 3 5>&5 - 


Quo- 


II® 


Quoniam autem (§. 72.) primus terminus omnium priorum membrorum 
non continet primam poteftatem z arcus mutabilis 2, prima hsec poteftas deerit 
etiam in pofterioribus membris; unde erit A — o. 

Eodem autem modo, quo prius pro finu factum fuit, demonftratur omnes 
poteftates impares quantitatis mutabilis z evanefcere. Scilicet differentiae or¬ 
dinis imparis 2w+i membrorum priorum funt 2 3m 4i fin.^M-i^fin»/?*; & pro¬ 
inde primi termini horum membrorum evolutorum continent poteftatem parem 
z zm+2 arcus mutabilis 2: membra ergo priora harum aequationum non conti¬ 
nent poteftatem imparem 2 3m +i arcus 2; unde & membris pofterioribus pote¬ 
ftates hae impares debent exulare. Sed primi termini horum membrorum funt 
A 2 M+in 2 m -biMz 2 m +t, feu 1. 2 ... 2m-f-i Mz 2 m +i; proinde o = 1. 2... 2w»+1 M , 
& M = o. Cofinus itaque per arcum exprimitur ferie hujus formae, quae pares 
tantum poteftates ipfius 2 continet. 

cof.s = 1 — Az 2 -f Bz A + Cz 6 -f- Dz s + Bz 10 -f- . . . , 

Sumtis differentiis fecundis erit 

2 2 (in. 2 |2cof.22 = a"(3 2 ...i 2 ')Az 2 — A rt (3 4 ...i 4 )#2 4 — A*(3 6 ...I 6 )C2 6 — . . . 

2 2 fin. 2 J-2COf.32 = A"(4 a ...2 2 )/?2 2 — A"(4 4 ...2 4 )^2^ — A"(4 6 ...2 6 )C2 6 — . 

2 2 fin. 2 i2Cof.42 = A"(5 2 ...3 2 )Az 2 — a"(5 4 -3 4 )^ 4 — ^"(5 6 -3 6 )C2 6 — . . . 


Et quoniam primus terminus omnium priorum membrorum evolutorum 
eft erit etiam primus terminus omnium pofteriorum membrorum 12*. 

Sed A« 2 = 1.2 ( §.q.Introd.y, ergo i.zA=i, &A = — . 

1. 2 

Tum fumtis differentiis tertiis & deinceps quartis, erit 

2 4 ftn 4 J2cof.32 = A ,v ( 5 4 ...i 4 )^ 4 + ^ iv (5 6 ...i°)C 2 6 + A ,v ( 5 8.. tI 8)D s 8 + . 
2 4 fm. 4 |2cof. 4 ^ = A ,v (6 4 ...2 4 )fc 4 -f A lv (6 6 ...2 6 )Cz 6 + A ,V (6*... 2 *)D Z S +. 
2 4 fm. 4 j2Cof. 5 3 = A iv (7 4 ... 3 4 )^2 4 -f A iv ( 7 6 ... 3 6 )C2 6 4- A lv (? 8 "- 3 8 )Dz s + . . . 

Unde erit iz* = A"n*B z * = 1.2...4HZ*; & B ^ 1 - 

1.2...4 


Tum 



Ili 


Tum fumtis differentiis quintis & deinceps fextis, erit 
^2 6 fin. 6 'scof.4* = A V1 (7 6 ...i 6 )C^ 6 +^ v, (7 8 ...i 8 )Z?j 6 8 + ^',(7 1 °...i 1 °)Ez l 
—2 6 fin. 6 |*cof.5« = A ,v (g<>... 2 6 )CV -f A v, ( 8 3 ...2 8 )^ 3 + ^ v, (8 1 °)£V 

—2 6 fm.H*cof.6s = A ,v (o 6 ...3 6 )Ci 6 +A v, (9 8 ...3 8 )Dx 8 + A v, (9 IO ». 3 IO )E* IO +.., 


Unde erit — iz 6 = A vl w r, Cs 6 = 1.2... 6CV : C — — — l —-. 

1.2...6 

Sumtis differentiis feptimis & deinceps octavis, erit pariter i* s =A v ‘ J1 n s Ite 8 , 

& u = -JL-. 

1,2...8 

Sumtis differentiis nonis & deinceps decimis, erit — i* T0 = A* ij ,0 JE& , °;- 

& E --^-Unde tandem 

1.2...io 

cof.* = 1 -— _1~3 2 -f—-—* 4 -7-s 6 H- * 8 ——* 10 +- 

1.2 1.2...4 1.2...6 1.2...8 1.2...10 

*-—s 3 + -- Z 7 +—1~Z 9 + _ 

§• 75- Corollarium . Tang.* = 1,2, 3 A,2 ”5 1>2 "? 1,2 ~9 

I _1-~2 + _L-S 4 ——I—* 6 +- ‘ * 8 —.... 

1.2 I.2.4 1.2..6 I.2..8 

Ad fcopum prsefentem non pertinet expreffionem hanc fraftam in feriem con¬ 

vertere. 

• Obfervare fufficiat, tang.s exprimi etiam per arcum z ferie hujus formae 
Jan g.z—z+dz* + Bz*+£z 7 + Dz 0 + . . . ., in qua^=j; B =• T ? » . . . . 

K. 76. Quoniam fin. z — z --—z 3 +— - — z 5 —— l — z 7 + — - — z 9 — .... 

** 1 1.2.3 1.2..5 1.2..7 1.2..9 

n dfin .z I 3 I ^4___L^ S 6 + _^_S I — ...= 

eft ir =I_ TT‘ + ii7 

= cof. z (confonniter §. 49.) ^ ^ 

et quoniam cof .z = 1---* s +—— -z 4 ——-~^ 8 — .... 

4 1.2 1.2..4 1.2..6 1.2..8 

d cof. z _I_-3_ 1 2 5j_ 1 , 

eft ir “ 2 + 1---3 r^ + n^* —••= 


— fin. 5 (confonniter §. 49 .) 


nv • fin . z 4. co ^ 

Et quoniam = tang. 2;;_ 


VI nu.A. r U COliS 

z d* fin,a d~ dtang.3. 


col.z cof. 2 z “ d* ' 

cof. 3 s 4- fin. 2 s _dtang .3 
cof. *z dz ~' 

unde *£"£* = _L_ = fec. J z, 
ds cof. 2 s 

feu = fec. 2 s; et , quod geometrice etiam fic demonftratnr. 

&Z CLt I + tt 

f J g- 17 * Sit C centrum & (M radius circuli, cujus arcus mutabilis fit AXX\ Sit 
ab A dufta tangens hujus arcus; & ducantur CX , CX\ quae tangenti occur¬ 
rant in T & T': tum centro C & radio CT defcribatur arcus Ty y occurrens 
ipfi CX' in y. 

Erit lim.rr' : Ty = 1 : fin.r' = 1 : fin.Cr^ = CT : CA 

Ty : XX 1 = CT : CA 

ergo lim.rr' : XX* = CT 2 : CA* (§. 14.) 

Sed efl lim.rr' : XX = i*; ergo ^ et — = fr 

d/ 0 d/ rr \ dt rr+tt 

§. 77. Quoniam finus & coimus funftiones funt arcus, exprefllones eo¬ 
rum potuiflent per theorema Taylorianum obtineri modo fequenti: 


fin.z ± A z = fin.2 4 - _ 


Asdfin.s As 2 d 3 finv2 , A z z d 3 fin.* A z 4 d 4 fin.z 


1 dz 1.2 d* 3 1.2.3 d* 3 I-2..4 di 4 


Atqui eft ( §. 76. ) 


= -t- coLs, et 


= — fin.s 


unde eft 


= — fin. 3 


= — cof. ^ 


= 4- fin.s 


= 4 - cof.s 


= — fi h.z 


hinc 


Hinc 


fin.s-f As=fin.s+— cof.s— ^-fin.s-f--^— cof.s+-^^fin.s:i>^-cof.s— fin.s-j-.. 

I 1.2 1 . 2.3 I ...4 1-5 1-6 

Unde eft fin-(*fa«)+fin.(«.^) = ful . a _^! fln . s+ ^ 

o 1.0 I. 


5 

: 4 - AS 6 , 


-fm.s — -^-fin. z + 
1...4 1...6 

fin.Q+A)z—fin.(s-As) = ^ of-2 _^ co f. z + ^ C of.z-—cof.z+» 
2 I 1-3 1-5 1 "7 


feu fin.s cof. As 

= fin.z — — fm.z+— fin.z — — fin.z + 

1.2 1-4 I " 6 

cof.s fin. As 

= -Cof.S—^-COf.Z+—Cof.3 — —Cof. 3 +... 

i i -3 1-5 i -7 

unde cof.As 

__ 1 As 2 As 4 __ As 6 

1.2 1...4 1—6 

fin.Az 

_ As As 3 As 5 As 7 

~T 1.2.3 i—5 1—7 

Proinde generatim cof.s = 

s 2 . s 4 z 6 

I— —+-—- + • • • • 

1.2 1.2...4 1.2—6 


fin. s = 


• JL + ^L- • 

1.2.3^ 1.2...5 

§. 78. Vidimus (§. 59.), quod 
/> z 4- e~ z 


1.2...7 


+ . . 


2 

e z - r 


= 1 + --+ 


1. 2 1.2...4 1.2—6 *- I.2...8 

.9 


+ . . . . 


= «+-^ + * 5 




2 1.2.3 * 1.2.—5 1.2...7 I.2...9 

Series h* magnam refpective habent affinitatem cum expreffionibus cof.s & fin.s. 
Etenim fi in priori ferie pro + z 2 fubftituatur — z 1 , feu fi loco z fubfUtuatui 

zV- 1; prodit 1 - *i + - 5 l,+ r— - feu cof ' - unde 


1.2 ' 1.2...4 1.2...6 I.2...8 

eadem fubftitutione 'priori aequationis membro applicata, infertur 
g 4-zy-i 4- r zv ~ l 
2 

V 


cof. z = 


Pariter 


JI 4 


Pariter in ferie pofteriori, loco z fubftituto ligno z Y' — x, prodit 

r-i + -), feu r-ifin.j; unde 

fimiliter infertur V — ifin.z = 1 *~ zv 1 f eu fin. a = e+*v-i t-»v-i 

2 iV—l 

rT . i ew-i — e-*v-i gzv-i^e-zv-i 

Hinc tang. z --X --, feu tang.* Y —i =---; unde 

b Y—l e 2V-l_j_ r zV-I & ^ZV-1 -f- f-av-i ’ 

i -f tang. zV'-! : i — tang. 2 Y *-1 = ew~i : *-zv-i ►= £2 zv-i : 1; 

«*v-i = 1+tang.zr-i 22r „ = ,1 +tnng.sr-i 

i—tan g.zY -1 1 — tang.s V- 1 

z = l°g- g ^~ * » <l ua formula continetur fundamentum calculi 

logarithmorum quantitatum (ita diftarum) tam negativarum quam imaginaria¬ 
rum (vid. §. 71.). 

Obferuatio. Formulae exponentiales imaginariae cof.s? = — lJr . e J^~ l y 

2 

fin. z = ~ g ~ ZV - *, tang.z=_L_ 2== _I_ Iog .l±tang.£2^l 

2 r-l B y"- Ic zv-, +ir zv-i’. 2^-1 8 1—tang^rCT ’ 

frequentilfime in calculo integrali ufurpantur, & plurimas invefligationes mi¬ 
rifice juvant. Speftari autem debent tanquam mera figna majoris facilitatis 
caufa a mathematicis introdufta; atque irrita foret inveftigatio fignificationis 
fymbolorum e*v-i , e-zv-i y quibus feorfim fumtis nulla idea refpondet; nec ope¬ 
rationes in ipfis inftitutae ad reale quid conducere polfunt, nili quatenus im- 
polfibilitatis figna, quae involvunt, fefe mutuo deltruunt. 

§. 79 . Sumto zr -1 = ildg.I±^ = iog.^I±l^i: 

quoniam eft log.J '’—~ = v+jv 3 + jv 5 + iv 7 + jv 9 +. ...(§. 6t.) 

erit zr -1 = <r-i(i-— + — . . . .) 

et 2 = <—¥ i +¥ 5 — ¥ 7 +¥ 9 -• • • • 

quse deduftio exempli loco fit utilitatis harum expredionum imaginariarum. 


Ad 



,. d z 


ii 5 

1 


Ad hanc expreflionem etiam conducit exponens differentialis -j- = 

(§• >6-) 

Inde enim eft fj? = 1 — tt + t* — < 6 + < 8 — < 10 + • • • • 
at 

unde z = t — \t l +\t 5 — \ * 7 + £* 9 — tV xi + .... 

Porro haec expreflio immediate etiam ex primis limitum principiis dedu¬ 
citur modo fequenti: r I 

. _ „ . , . Ccof.wcp+fin.n^-i)^— (cof.wip-fin.wip^-i)^ 

Quoniam (§.af./«/rorf.)hn.cp = -- - V^-i -' 

_x jt 

_ (cof.«<H-fm.w®? / ' -1) n —(cof.w® - f\n.n<pV' -1) Q 

«fin-? =»■--——- ^jr 7 i - 1 - ~ 


= u^-cof. ii(f " 'fin.mp) 


1 ( 1 . iVI-*) i- } 

W V» yV w_^ cof ^n fln<3w 
I. 2. 3 

0 - 0-0 


1.».. -4 


cof. «<p n fm. 5 /><P 


iri-O-G-O i. 7 

”—”-~z~ cof. nq " 

— I. 2 ...O 

Lri-jV./i-s) 

, ’ ,V " i _——_cof. nif 11 

+ 1.2.-.8 

j(L- I )...(I- I o) i.,, 


1.2... 10 


= cof. nq> n (tang. «<p 

O-DG-D 


tang. 3 /j<p 


, O-SC-0-G-D. 

0-iX‘i)- -(H). . 

, ('■»(*■;)-G-D 

+ -—---2-tang.«B<p 

G-j)G‘i) 

-———-tang.”»? 


unde fafto n? = z, feu <p — J_ z e ft 

n 

T i_ 

n fin —z = cof. z n (tang. z 


~ -——_tang. 3 z 

I. 2 . 3 

, c-ac-a ■■(4-;) , 

ir 2 ... 5-tang. 5 a 

OvX^-C 6 -*), , 

--n ~7 - tang ' z 

. (-iX*-S--p-i). . 

H-—— -tang. 9 z 

('-£>(-;) ■(■»-;), „ 
-rv—,-■« 
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Quoniam aequatio haec femper locum habet, etiam limites membrorum 
ejus funt inter fe aequales; fed crefcente » hi limites funt refpeftive 
z & tang.s — |tang. 3 £ + Itang. 5 s— itang. 7 s + -|tang. 9 .s — . . . . 
ergo z = tang. z — |tang. 3 3+|tang. 5 :s— |tang. 7 ;s + -Jtang. 9 .s—. . . . 


Exempla. Sit p quadrans circumferentiae, &£=-}/? = 45°: erit tang. 3;= 
unde iP = 1 -1 + | - -f + i - * + • • • • 

Sit * = $p = 30°: t = jj-, 


iP — v'^ 1 1-5 + i-: 


. I T II T _ T T 

T-p+i- 3 - IT-15 


1; 


Obfervatio. Pofterior feries, quae priore longe promtius convergit, inpri- 
mis fuit computationi circumferentiae circuli applicata. Ea ufus Cl. Machinus 
peripheriam circuli diametri = 1 ad centum usque figuras decimales compu¬ 
tavit; & poft illum celeb. Lagny. ad 127 figuras usque eundem calculum pro¬ 
duxit (adjutus tamen aliis etiam compendiis, quae non fatis explicuit. Vid. 
Memoires de VAcadcmie des Sciences de Paris , 1719.). Bibliothecam Oxonienfem 
Bodleianam manuferiptum pofiidere ex epiftola D. Hornsby refert ill. Kaot- 
NER (Anfangsgriinde der Arithm. and Geometrie , 5 teAttJl . 1792.): quod ad 156 us¬ 
que figuras decimales continuatum rationis peripheriae ad diametrum exponen¬ 
tem exhibeat; & in U3 tia cyphra D. Lagny 8. loco 7 fubftitui debere mo¬ 


neat. 


§• 8o» Series z — t -|/ 3 -f \i 5 — ^t 7 -f- yt 9 — .... eo citius convergit, 
ideoque ufui eo magis fit accommodata, quo minor efl: /. Cum autem diver- 
gat, quando t eft unitate major: prima fpecie non videtur omnibus arcubus 
pofle applicari; quod tamen locum habet, uti ratiocinio fequenti patebit. 

Et primum quidem feries ifta applicatur dimidio circumferentiae quadranti, 
feu arcui 45 0 ; ubi / = 1 (quamvis fatendum fit, eam tunc lente admodum 
convergere.) 

Quando autem arcus major efl: dimidio quadrante feu 45 ° ; tangens ejus 
major efl: unitate; fed tangens complementi ipfius eft unitate minor, ac pro¬ 
inde complementum prioris arcus computari poteft per feriem convergentem. 


P3 


Cia- 
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Clarifs. Eulertts artificium tradit, quo praedicta feries fit ufui quam ma¬ 
xime accommodata; & quod e re efte cenfeo hic breviter exponere. 

Lemma. Efto arcus, cujus tangens fit pars quaepiam aliquota radii. Ar¬ 
cus hic dividi poteft in duos alios arcus, quorum tangentes pariter erunt radU 
partes aliquotae, eaeque minores. 


Sit ~ tangens alicujus arcus, exiftente T numero integro pofitivo. Ar¬ 


cus hic dividi poteft in duos alios, quorum tangentes y etiam erunt par¬ 
tes aliquotae radii, eaeque minores. 

Etenim quoniam y eft tangens arcus, qui eft fumma arcuum, quorum 


tangentes funt — & 4-; erit 

t t l 



unde (facili calculo) deducitur 


(/— r)(f— T) — TT + i; hinc /— T= Ut t fit numerus integer, 

fiat denominator t' — T aequalis diviforibus numeratoris TT+ i; erit fa&um. 
Exempla. Sit T— i, feu arcus propofitus fit dimidius quadrans. 7 T+1 = 2; 


*_ *' *; * _ \ Dimidius igitur quadrans dividitur in duos arcus, quo¬ 

rum tangentes funt \ & \ radii. Summa horum arcuum, ferie praecedenti 
promtius convergente computatorum, erit dimidius quadrans. 

Sit nunc T = 2; TT+ 1=5; *_ ^ T. Quadrans ideo dimi¬ 

diae circumferentiae dividitur in tres arcus, quorum duorum mutuo aequalium 
tangens eft \, & tertii tangens eft -f- 


Sit tandem T = 3 ; TT+ 1 = 10; 


— T— 1,2, 5,10. 
t — T= 10,5, 2, 1 9 


*' = 4> 5, 8,13 
* =13.8,5» 4* 


Proinde quadrans dimidiae circumferentiae dividitur v. gr. in quinque arcus, ut 
fequitur: = 2 arc. tang. \ -f 1 arc. tang. \ + 2 arc. tang. £-. 

Sufficiat, hujus methodi principium breviter expofuiffe. Qui plura volue¬ 
rit, adeat Commentarios Acad. imp. Petrop. ad ann. 1737. & Bertrand Developement 
de h partie elemcntaire des Mathematiques . 

§• 8i> 
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<5. si. Formulae differentiales capite hoc traditae (§. 76.) felici fucceffu 
ad inveftigandas proprietates linearum transcendentium, funftiones circulares 
involventium, adhibentur. Sufficiat, exempli loco de cycloide dicere, cujus 
tam frequentes & eximiae in mathefi mixta applicationes occurrunt. 


Sit AB axis, & BD bafis cycloidis AMD. Sit ANB femi - circulus fuper Fig.18.» 
axe AB tanquam diametro defcriptus; & reda MP axi ordinatim applicata cir- 
cumferentiae hujus in N occurrat. Eft MN = arc. AN. Sit AB = 2r, AP—x, 

MP = y; erit itaque y = 7^(2 rx—xx) -f rarc.fin.v.^: unde 

dy __ r -jc r = 2r-x ^ ^2r-x = Y^Qirx-xx) = 

" 7^(2rA:-JCA:) r^(2rx-xx) V\2rx-xx) x x 

NP __ co t.ANP- Sit MT tangens cycloidis in M ; eft ^ = cot. TMP (§. 41) : 
siP ' dx 

quare cot. TMP = cot. ANP; TMP= ANPj & proinde MT eft ipfi NA pa¬ 
rallela. 

Si effiet y = y^^rx-xx) + i?arc.fin. v.^; effiet 


dy __ v - x _ R _ = R + r-x . 

l^&rx-xx) "^VXirx-xx) Y\2 rx - xx) 

rum & protrattarum tangentes determinantur. 


unde cycloidum contra&a- 


Caput Octavum. 

D e Jumnia et differentia duarum quantitatum exponenti alium 
in faflores refolvenda . 

§. 82. 

Qummae & differentiae e* ± eY duarum quantitatum exponentialium ey, 
ib faftores refolutio tanti eft in calculis fuperioribus momenti, & adeo foecun- 
das fuppeditat applicationes, ut ei evolvendas merito mathematici ftuduerint; 
quos inter eminet celeb. Eulerus in IntroduStione ad Anahjfin infinitorum aliasque. 
Cum autem Euleriana methodus notione infiniti innixa minus mihi arrideret; 
optabam, ut refolutio haec ad genuina & elementaria limitum principia poffiet 
reduci. Quod me praeftitiffie opinor in differtatione infcripta: Sur la Decompofi- 

tion 
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tion de ta fomme & de ta differ en ce de deux puiffcnces a expofans quetconques de ta bafe 
des logarithmes hyperboliques , dans le but de degager cctte deeompofition de toute idee d', 
Tinfini. (Memoires de /’ Acad. de Berlin , 1787—1738-) Et cum diflertationis hujus 
objectum cum calculorum fuperiorum principiis ita arfte cohaereat, ftriftim illud 
hic exponere e re efie cenfui. 

§. S3- Per theorema Cotefianum (§. ad In*rod .) eft 

( I + ^) 2n +(i. ^) 2n = (1+ ^) 3 - 2 (i4^),(i--)cor.l^+(x-^y 

2 n' 2»' 2tl y 2» y * x 2 n y 2 n V 2»" 

x (i + £) -<i+—X 1 ' —) c ° r -—^C 1 *—)* 

2 n y v 2n' x 2tv 2n 2n' 

2 n' v 2» y x 2n' 2 n K 2n J 

x (I + (1- i)cof^V-K,-£)* 

2*T 2 n' v 2» 2» y 

— 2 ((l-C 0 f. — 7 T)-f Af (l + C 0 f.~ 7 r)') 

2n 4 n» 2» y 

X 2 ((l-Cof.^ 7 T) + -f^L(l 4-C0f.-l.7r)) 
x 2» 4«» 2» y 

X 2(^(1 - cof. At) 4 - — (i + Cof.-l-T )) 
x 2» 4«» 2» 

x ((1 - cof.^AIr) 4- AL (j 4- cof.lA 1 ^)) 

2» 4«» 2» X 

c=4"fin. s i.p.fm. J . ^p.fin.=.-lp ... x ((i+—cot.=—p) 

2» 2» 2» 2» V 4«» % n L ' 

x (14-—C0t. a A^) 

4 nn 2 n 

x (14-—cot. s Aj?) 

4«» 2» 


, JfJC , 2 2W-I n 

x ( I+ ^ cot 



Hinc (§. at. Introd.) —' -—-—— = (( 1 + ^ cot - 1 jJ’’) 


x (i-f-—cot. 2 -!-^) 

4 »» 2 » 

x (l+-£?C 0 t. s - 5 -p) 
4 nn 2 n 


4 »/* 2 n s 

Quoniam autem haec aequatio femper obtinet, limites etiam membrorum 
ejus funt inter fe aequales. Atqui aufto n (§. 57.) limes prioris membri eft 


-i &(§. 75.)limites faftorum 1 + ~- cot * a —P funt refpe&ive 1 + ^ 


. xx , , 3 

1 H-cot. 2 ^-» 

4»» 2 n 


I + _cot. 2 A-0 
4«» 2 n 

. i. 2 7 

i + -cot. 2 - l -p 

4 nn 2 n 


I + 
I + 
l + 


XX 

9 PP~ 

XX 

25PP 
xx 
4 9PP 


Ergo (§. 21.) limes pofterioris membri eft 

xx 


(1 + 2)(« + ^)(i + ^L)(i + JL.) . . 
v Pf' v 9r v 25 /r ' 49W' / 


Proinde 


c* + r* 


= ( I + ~)(i + ~)0 + J5L)( I + 


4 W' ; 


§. 84. Per theorema Cotefianum (§. a d. Introd.) eft 
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X (!+£>•- 2 Cn- -)(i - *) cof._L, +(l -1) 1 
2» 2 n' K in' 2 n v m' 

x (i+i) 2 - 2 Cn--)(i--)cof.^„ + ( I .l) 2 ') 

2n' 2h' K 21/ 211 X 2f/ J 

= — X 2(Yi -CoC Aw+fl(i + cof. 2 -7T)) 
n 2» 4 «» v 2« ' 

X 2(1 -COf.A77-+i^fL(i +COf.-4-‘3T) > ) 

2» 4«» 2n V 

X 2 (l-C 0 f.—7T+— (i+Cof. ~ 7 T)) 

2» 4«» 2» ' 

X 2(1 -cof.^-V+ ^(1+COf.^Tr)^ 

2 » ,\nn m 

f4 n “ifin. s i^fin. a -^rin. 2 —p((i + —cot. 2 Ip) 

► » n n n ' n ' 

(I + —cot.*£p) 

471» » 

X ( 1 +—cot. 2 i/7> 

4 «» n 


= ( §.ae.Introd .) 2*((i + — cot.*L») 

4 « 7 j w" 

(i + ~cot.» 2 p) 
4 »» 

(I + -^C0t. a 2./>) 
4 nn n 


X (i-f i^cot. 2 ^)) 

4 »» » ' 


(1 + flcot 2 —*)). 

47/n w ' 

Cum haec aequatio femper obtineat, limites etiam membrorum ejus funt 
inter fe aequales (§. 4 .). Atqui crefcente « limes differentiae 

(i + 
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2 n' m' 


X > 2 « 


eft 


e* — r x 


(§• 57-) Et limites faftorui* 


XX 

4 nn 

V~ 

4 «» 


4 nn 


, cot - 3 ~P) fant refpeftive (§. 75.) 

1 + £L 

pp 

coL 'Ip 

1 + — 

t n 

4 PP 

-cot. s — p 

i + — 

1 n 

9 PP 

cot. 2 it* 

1 + - 5 -- 

n 

ibpp 


Ergo (§. 2i.) limes pofterioris membri eft 

»ci+^(i+—)C«+-^)Cx+—).. •. 

PP yK WP yK 9PP y V ibppJ 
ergo !-<,+ ")(.+«)( I+ « V I+ i« V 

2 v 4flr v swr' i*;*' 

§. 85 * Duarum formularum — ~ £ ia factores refolutaruni ope aliae 


etiam formulae in fa&ores refolvunfcur, quales funt 


e + * + e±y 


Etenim i°. 


^.■» x gVc!] - 




JC- 7 / X +V/ 
= —-. £ a « 
2 


4 , „ inc 2=s-»?((«tec 


Q 2 


Hinc 


Hinc etiam e -I+i * rf«/’( I + «)( I+ «LV iHp _«_\_ 

2 7171' N Q)7T7l y s 2$7I7I' 

■ 0±1 = ^. t l*(, + ^)(r + -^-)(i + -) .... 

2 V 4’T7T y v 1 07T7T’' V 5b7I7T' 

§. 86. Formulae * x +*“ x & tf + rr multiplicentur in fe invicem refpe- 

ftive. 

1 0 . (* x + *^ x ) (?y + e-y') = ** 4 -y + * x -y + *-(*->) + *-( x +y); unde fafto ^ 
formula *v 4. <?-v 4. *z 4. £ - z j n factores refolvitur. 

2 0 . (* x + e~*)(ey — r-y) = e*+y — H x +y) —* x ~y + *-( x -y); unde formula 
«v — e -y — «z+rz etiam in faftores refolvitur. 

3°* («* — e-*)(ey — ery) = e *+7 4- *r< x 4 -y) — e*-y — ^(x+y); unde formula 
«v_j_r v — e z — r z etiam in faftores refolvitur. 

Aufto factorum numero; haec refolutio ad longe plures alias formulas ex¬ 
tendi poteft. 

§. 87- Sit etiam formula e* — 2 Cof. 2 <p + *- x in faftores refolvenda. 

Juxta §. af. Jutrod. eft 

4«+2 y 4*1+2' 4»H-2 y 4 rc+ 2 ' 

- 0 + ^-) -^I + — )(i——) cof.-»?-+(x—i-)* 

4«+2 y 4«+2 y/ V 4«+2 y/ 2W+I 4?;+2^ 

X + -— ^catSL-M + (,-£_V\ 

\ 4 w + ~ 4« + 2 y/ '‘ 4« 4-2'' 2/24-1 4224-2' y 

xf(i + —) — 2 ( 1 + ; ~ V0 Q— x ) cof -- — 2<f> +(1 — —— ) 3 ^ 

\ 4/2-f2' 4 W + 2 4« + 2' 2n+I V 4724-2' ) 


(C 1 + 2^r) -^(>+-400- —)«>r. 2 -^ + (i-~) 5N j 

\ 4” + 2' 472 + 2'' 4« 4-2' 2 W+I v 4724-2'' y 

( (,+ 5 T 3 )-*O+~ 0 (*-+ (1 — 

V 4» + -, 4224-2'^ 47*4-2' 2 K 4 -I 4 » 4 - 2 ^ * 


= 2{l 


.= 2 f I - cof. +7-^- - (l + COf.-??_) 

^ 27*4“ I (4W+2)* 47:4-1 ' 

X afi - cor. » 21 * 2 .+ (I + cof.- 7 . -- 7 1 ) 

X 2»+l ( 4 B+2) I< ‘ 2»+I ' 

x a(i - cof. 7[±ii? 4 - _J7_ (I + cof.* 2 ± 2 S) 

^ 2»4 -i (47*4-2) 2 2 «+ 1 ^ 


x 3 r,- cof.H 7 - 7 ? + *i_ (, + cof. 2 -"^) 

v- 27:4-1 (4«4-2) 2 2U+I ' 

x »(,_cof.2?7+2 £ + —•—Ai + coC2!7±5?)\ 

>■ 2 »-fl ( 4 »+ 2 ) s ' l 2 B+I 's 

= 4 2 n+.fi„. —?_ fm.’ fm. a 7!±...f m .*’ ,7 7?. fiiv^xCt+-7~ C ot.*^N 

2«+I 2M4-I 27:4-1 2*4-1 2*4-2 v (47i4-2) J 2«4 -i>' 

*( 1 4 —cot. 2 JLl£) 
(47*4-2)* 21*4-1'' 

x(i+ y —ff_cot.«7+?) 

( 4724 - 2) 2 2724 - 1 *' 

X 0V— 

v (47*4-2) 2 2«4 -i-' 


= (§■ a g'h ,tr °d-) 4 fm.=<px(x+^-cooOL) 
x ( , + r^u cot -’— ) 

V ( 4 « 4 - 2 )- 27 * 4 - 2 ' 


x(i+_ 77 _^cot. 7 ’ r -?) 

(4 ,z +2) a 27/4- 1' 

<(i+_^L_cot.=^+ 7 >) 
(4 n + 2 ? 2n+iJ 


xfi 4-, ** C 0 t.*Z+?) 

^ (47:4-2) 3 27 * 4 - 1 ' 


x (i-f > *\, cot. 2? ^) 

V ( 4714 - 2 )" 27 * 4 * 1 y 

x ( I+ _i£_cot.* B Z±?\ 

^ ( 4714 - 2 ) 2 27 * 4 - 1 '' 


Cum 
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Cum haec aequatio femper obtineat, etiam limites membrorum ejus funt 
inter fe aequales (§. 4.). Unde (§§. 57. 75. 2I .) ' 

2C0f.2f + e -x = 4 fm.fx((i+ — ) 

' 4 


X (1 + 


4 ( 77 --®) 3 


X (i-f 


X 0 + 


4 (^+?) 2 


4 ( 27 T ^) 3 


X - 
X - 


Eadem expreflio eodem modo deducitur ex refolutione in fa&ores formulae 
■fl 4 n — 2Ci 2n bz n cof.2? -f b2ti' 


Scholium. Quoniam applicationes formularum hoc capite demonftratarum 
(tam ad fummationes plurimarum ferierum, quam ad varias expreffiones fun- 
ftionum circulaiium & logarithmicarum) ab Eulero aliisque mathematicis 
ita tiaditae funt, ut nihil, quod defiderari poffit, relinquant: mihi fufficiat, 
eas ad vera fua principia revocalfe, & dedu&ionem ipfarum ab indeterminata 
& obfeura infiniti notione liberafle. Vid. inter alios Euleri Introductio. Cap 
IX. X. XI. 

Caput Nonum. 

De infinito, quod vocant> mathematico . 

§. 88 - 

Fig.ix- £it elipfis conica, cujus aequatio elt yy = b jL{aa—xx), abfciflis axis ex cen- 

tro fumtis. Dufta tangente MT , quae axi in T occurrat, fit PT=— — *) 

' x 

(§.42.). Fiat *=o = ox«; erit PT = _(^L_ 0 )= — 1 =_ i x „. 


Gene. 


12-7 

Generaiim. Sit ellipfis cujusvis ordinis, cujus aequatio y m = — (a m —^ m ) ;; 

a m ' * 

erit PT = —(a X &faftox = oxfl, erit|/ ? 7 , = —ax - 1 ... 

A' m l' 0 m-i 

Cum exprefliones —, —L frequentiflime a mathematicis ufurpentur, & 
in calculis praefertim fuperioribus faepius occurrant: e re efle cenfeo (prius¬ 
quam ulterius progrediar) veram horum fymbolorum fignificationem expende¬ 
re , & meam de illis fententiam profiteri; eo magis quod de indole ipforum 
inter mathematicos non omnino convenit, pluresque etiam infignes & aliunde 
fummopere commendandi fcriptores opinionem de illis amplexi funt, quae cum 
fenfu communi pugnare videtur. Quod ut faciam, quantum potero, accurate 
& luculenter, a familiari exemplo fequente ordiar. 

§. 89 - D uo viatores A & B , dato intervallo D a fe invicem diflantes, 
in eadem refta, datis velocitatibus, verfus eandem plagam progrediantur- ita 
ut unus eorum A alterum B perfequatur. Tres heic, quod ad rationem velo¬ 
citatum viatorum attinet, diftinguendi funt cafus. 

i°. Viator A celerius progrediatur quam viatori. Hoc cafu intervallum, 
quo duo viatores a fe invicem primum diftabant, continue minuitur, donec A 
ipfum B attingat. 

2°. Ambo viatores aequalibus progrediantur velocitatibus. Hoc cafu in¬ 
tervallum, quo duo viatores primum diftabant, idem femper manet; utcunque 
diu progrediantur, & utcunque magnam viam ambo emetiantur. 

3°. Viator A lentius progrediatur altero B. Hoc cafu intervallum, quo 
duo viatores primum diftabant, continue increfcit; & tanto majus fit, quo 
diutius incedunt. Iidem viatores aut potuerunt anterius proficifci ex uno eo- 
demque punfto, ad plagam fito oppofitam ei, juxta quam progrediuntur; aut 
illic fibi jam mutuo occurriffe; aut denique in eo punfto fibi mutuo occurre¬ 
rent, fi uterque retrogrederetur. 

Hinc dato intervallo, quo duo viatores a fe invicem diftant, datisque ve¬ 
locitatibus, quibus progrediuntur; fi quaeratur locus occurfus ipforum mutui: 
priusquam quaeftionis propofitaeinveftigatio fufcipiatur, inquirendumeft, utrum 

pofli- 


4 
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poflibilis fit, nec ne; feu inquirendum eft in rationem velocitatum, qua prae- 
ditta poflibilitas aut impofiibilitas determinatur. Algebrifta autem non femper 
ita caute procedit, neque femper praevium hoc examen inftituit. Univerfali- 
tatis (nimio quandoque) ftudio impulfus formulas quaerit generales, quas ad 
omnes omnino cafus fle&ere fatagit, & iis etiam applicare, ad quos non qua¬ 
drant; quod hoc ipfo exemplo patebit. 

Sint nimirum V> v , velocitates datae duorum viatorum A, B, intervallo 
=* D primitus invicem diftantium, & juxta eandem plagam progredientium, 
ita ut A ipfum B perfequatur. Velocitate V pofita majore quam v ; quando 
viator A alterum B attingit, erit 
via ab B percurfa D x 

V- v 

- - A - - D x ; & formulae hae apte omnino repraefentant 

cafum, quo V\> v. 

Algebrifta autem, omnes univerfim cafus una eademque formula comple&i 
fatagens, quaerit etiam: quid juxta eas fiat, fi V 

Cafu autem, quo V =■ v, exprefiiones fpntiorum ab utroque viatore percur- 
forum transformantur in hanc Dx^; cu^us fignificationem definire oportet. 

Ut cum fenfu communi refponfum hoc algebrae conveniat, aliter illud in¬ 
terpretari non pofium, nifi dicendo: illud indicare exclufionem feu impoflibili- 
tatem occurfus mutui viatorum. Algebraifta autem de occurfu mutuo loqui 
pergens, dum de illo agi amplius nonpoteft, viatores fibi mutuo occurrere in 
dijlantia infinita pronuntiat. Quae loquendi forma rite'explicata nihil aliud figni- 
ficare poteft, quam locum occurfus mutui viatorum hoc cafu aftignari non pofte; 
nec ullibi unquam viatores fibi mutuo occurrere. Symbolum igitur §, quod 
formulis praecedentibus cafui huic applicatis introducitur, de impoftibilitate quae- 

ftionis nunc propofitae nos monet, eodem prorfus modo, quo figna V' — i, 
2n , 

V*— i impoftibilitatem docent folutionis & repugnantiam mutuam conditionum 
problematum, quorum tanquam poflibilium tra&atio algebraica figna illa intro¬ 
ducere coegit. 


Quam- 


Quamdiu V>v\ diftantia occurfus'viatorum a locis, e quibus egredi po¬ 
nuntur, pendet ab intervallo D horum locorum. Faao autem V= v , impofiibi- 
litas occurfus mutui eadem manet, quodcunque fit intervallum £), quo primi¬ 
tus fejungebantur; & abfurdum edet dicere: impoflibilitatem hanc fieri duplam 
aut triplam, prouti intervallum illud fit duplo aut triplo majus. 

Quod ad tertium cafum attinet, quo Vv) formulae praecedentes fiunt 

D * — 7~~ — T/\ ‘ ~ D X ~ 

quae transformantur in has v ~~r , & indicant: pun- 

D X - 7 ^ ^ —D x J-jr- 

dum occurfus mutui nunc jacere ad plagam oppofitam ei, verfus quam viato¬ 
res progrediuntur; neque in parte anteriori, fed' in parte pofteriori efle quae¬ 
rendum. Quoniam autem cafus hic ad praecipuum traftationis praefentis obje- 
dum non pertinet, breviter de eo in fequentibus agetur. 

Exemplum allatum adeo luculentum eft, ut fupervacaneum foret diutius 
rei huic immorari, nifi ea, utut per fe fimplex, pluribus inanium loquendi mo¬ 
dorum tricis involuta fuiflet. Liceat itaque idem exemplum fub forma tantil¬ 
lum diverfa, eaque geometrica, exponere. 

Problema generale hoc efi:: datam reftam in ratione data producere. 

Sit AB refta magnitudine data, producenda ad X usque, in direftione Fig.19. 
quae tendit ab A verfus B; ita ut rete AX , BX fint inter fe in ratione data, l0 ' 
quam habent lineae a & b. 

Conjlrudtio. Ex pun&is A, B ad easdem rete ^5 partes ducantur duae 
rete Aa , Bb, fibi invicem parallelae, & in data ratione linearum a, b. Jun¬ 
gatur ab refta, quae (fi fieri poflit) datae AB produte occurrat in X. Hoc 
erit pun&um quaefitum. 

Ut punftum X jaceat verfus plagam propofitam, oportet, fit Aa > Bb. 

Sed fi A*<Bb , re£a ba occurrit datas AB verfus plagam priori oppofitam pro¬ 
dute. 

Sit autem Aa = Bb. Quadrilateri AabB lateribus Aa , Bb politis fibi invicem pjg. x<^ 
aequalibus & parallelis, quadrilaterum hoc efi: parallelogrammum (EI. I. 33.); a °* 

proinde lineae AB , ab fibi mutuo occurrere non poliunt. Quod fi parallela? efie 

R dica_- 
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dicantur rectae, quae fibi mutuo in difiantia infinita occurrunt, idem erit, ac fi 
dicatur: eas fibi mutuo nullibi, feu non occurrere. 

Fig.19. Ut calculus conftruftioni piaecedenti applicetur, datae AB per pun&um b 
1 ' parallela agatur, quae refta e Aa in a occurrat. Triangula aab, aAX, bBX funt 

invicem «milia ; proinde “! \ a J B = £. } 


feu a ~ b : n = : AX 

a—b : b = AB : BX’ 


unde 


AX = AB x 
BX = AB x 


a—b 
b 

a — b * 


Cum calculus hic nitatur triangulorum aab, aAX, bBX fimilitudine, 
omnino exiftentiam eorum triangulorum fupponit ; quae cum non exiftant , quan¬ 
do -punftum a incidit in punttum a, feu quando Aa — Bb; mirum videri non 
debet, coaftam calculi ad hunc cafum applicationem, utpote fundamento fuo 
deftitutam, ad impoffibile deducere. 

Si efiet punftum occurfus eo cafu, quo Aa & Bb inter fe funt aequales; 
efient etiam AX & BX invicem aequales: cum tamen quantitate data AB dif¬ 
ferre fupponantur. Abfurdum hoc non moratur infiniti fautores, qui duas ma¬ 
gnitudines infinitas invicem aequales manere ftatuunt, fi una illarum (vel utra¬ 
que) finitam patiatur mutationem. Genuinus formulae hujus loquendi fenfus 
alius efle non poteft, quam hic: Sint duce quantitates mutabiles, quarum titraque 
tnajor reddi potejl quacunque quantitate propojita, & data Jit differentia prcediffiarum quan» 
litatum, ratio cequalitatis Umes eft rationis decrefcentis majoris ad minorem. Hoc patet 
ex ipfa conftru&ione praecedente. Data enim ratione quacunque Aa : Bb ma¬ 
joris ad minorem, utut parum ab ratione aequalitatis differat; fiat Bb'^^ b r eu 

fiat Aa : Bb' ^ ^ ^ • dufta ab' occurret ipfi AB producbe in X; & fiet AXBX '= 
Aa : Idemque facile methodo mere algebraica demonftratur. 

I Fip. 19. Negatio occurfus linearum AB, ab nititur aequalitate linearum Aa, Bb, 
*°' feu valore (180°) fummae angulorum BAa, baA; nec ad ejus exclufionem quic- 
quam confert magnitudo lineae AB : & quemadmodum idea parallelismi dua¬ 


rum 


13 * 

rum redarum unica eft, ita etiam dici nequit impoffibilitatem occurfus mutui 
duarum linearum AB, ab majorem efle aut minorem, prouti linea AB eft major 
aut minor; feu fignum impoflibilitatis .■§ eft fignum unicum, quaecunque fit 
quantitas a , quacum per multiplicationis fignum conjungatur; eodem prorfus 
modo, quo omnia figna imaginaria aV '—i ad unicum ^ i communi mathe¬ 
maticorum confenfu reducuntur. 

§. 90. Geometricam problematis propofiti (utut elementaris) evolutionem 
eo lubentius expofui, quod haec ipfa quaeftio, aut aliae ipfi affines, fub falfo 
obtutu confideratae, variis'loquendi modis (meo quidem judicio fenfu caffis) 
anfam praebuerunt. Dicunt v. gr. algebriftae, lineam redam circulum efle, cu¬ 
jus radius eft infinitus. Uno aut altero exemplo indicare fufficiet, quid fibi 
velit ejusmodi loquendi modus. 

Sint duo punda pofltione data. Notum eft: redam, quae bifariam & ad 
angulos redos fecat lineam redam punda data jungentem, locum efle omnium 
pundorum ab his pundis aequi -diftantium. Nempe non modo quodvis pun- 
dum in perpendiculo hoc fitum aequi-diftat a duobus pundis datis; fed etiam 
quodvis pundum extra hoc perpendiculum (in eodem plano) fitum inaequali¬ 
ter diftat ab his pundis. 

Notum pariter eft (vid. Apollonii peroni Loca plana L.II. Prop. 2.) : circum¬ 
ferentiam circuli locum efle omnium pundorum, quorum diftantiae a duobus 
pundis datis funt inter fe in ratioue data a ratione aequalitatis diverfa. 

Duos hosce cafus, utut inter fe diverfos, & ab antiquis geometris fedulo 
fejundos, fub uno compledi fatagunt algebriftae. Cum radius circuli, cujus 
circumferentia eft locus propofitus, eo major fiat, quo ratio data, a ratione 
aequalitatis diverfa, ad eam propius accedit; & quemadmodum ratio data ad 
rationem aequalitatis propius accedere poteft quam ratio quae\is propofita a la¬ 
tione aequalitatis diverfa, ita etiam radius praedidi ciiculi quacunque linea data 
major fieri poffit: concludunt inde, quod, fi ratio data fuerit ipfa ratio aequa¬ 
litatis, radius circuli fiat infinitus. Sed hoc cafu locus propofitus eft linea re¬ 
da; ergo (dicunt,) linea reda eft circulus, cujus radius infinitus. Cum autem 
hoc cafu idea circuli neceflario connedatur cum difcrepantia rationis datae a ra- 

R z tione 


Fig. 19. 


tione aequalitatis , fublata hac difcrepantia tollitur etiam idea circuli. Qui di¬ 
cit, lineam redam eHe circulum, cujus radius eft infinitus, de circulo loqui¬ 
tur, cujus neque centrum neque radius pofliint affignari; dicit itaque, lineam 
redam circulum efle non circularem. 

Scilicet: fit diftantia AB pundorum A, B = D; & fit ratio data aqualis 
rationi a : b, a ratione aequalitatis diverfae. Secetur AB in pun&o. x, eadem- 
que producatur ad X usque in ratione data. Bifecetur Xx in Z; erit Z cen¬ 
trum , & Zx radius circuli propofif*. Fit Zx 


D x —— 
a-b.a+b 


AZ = D x 


BZ = D x 


a-b. a+b 
bb 

a-b. a+b 


; unde inferunt 


algebriftae, Zx, AZ, BZ infinitas fieri, quando a = £; cum dicere debuiffent, 
nullum efle radium, nullum centrum. 


Idem valet de aliis quibusdam locis ad circumferentiam circuli. Sint 
V. gr. duo punda pofitione data* ad quae ex pundo x qiiocunque agantur redze; 
& data fit differentia fpatiorum, quae ad quadrata harum redarum datas habent 
rationes, inter fe inaequales. Locus praedifti pundi etiam eft circumferentia 
quaedam circuli (Apolxonii perg;ei Loca plana L. II. Prop. 4.). Sed fi rationes 
datae fmt inter fe aequales, locus pundi illius eft reda pofitione data. Unde 
iterum concludunt algebriftae, lineam redam circulum efle, cujus radius eft 
infinitus; cum antiqui geometrae cafum hunc ab altero diverfum feorfim pariter 
tradaverint.. 


Atque hic rurfus fe offert fimplicitas ideae impoflibilitatis. Quemadmodum 
enim linea reda ita eft unica* ut omnes lineae redae mutuo congruant; ita 
etiam impoflibilitas curvaturae fit unica, dum contra nullus eft limes variorum 
graduum curvaturae. 

§. 91. Quam de vera fymboli £ fignificatione profeflus fum fententiam, 
altero exemplo, eoque mere algebraico, confirmabo. 


Sit 


Sit fra&io 


_ l __ jr_i_ 

x-a.x-b a-b x-a 

+ J_.J_ 

Z?-a x-b 


Hinc per fra&ionem -L- utrinque multiplicando,, fit 


(x-d) 2 ,x-b a-b'x-a 2 


+ r 5 - 


6 -a x-a.x-k 


i x 

a - Z; ’jc-a* 
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i r 
a-b 2 x-a, 

■f —-—-r». 

a -/» 3 

Fra&io igitur —J—, cujus denominator faftorem duplicem x-a 2 con¬ 
tinet, nequit unice refolvi in fraftiones, quarum denominatores fadoribus fim- 
plicibus x-a, x-b aequales fint. Sed refolutio fraftionis illius necefiario conti¬ 
net fradionem, cujus denominator eft fa&or duplex x-a 2 . 

Proponatur autem fra&io ^ ^ ^ ^ r cujus fadores denominatoris 

x-a , x-a', aut reipfa inaequales fint, aut tanquam tales tradentur. Erit 

i _ = _i_ i 

x-a.x - fl x-b a-a.a-b x-a 



b-a.b-Q,' X“l> 
Tum fiat « = «'• erit 


f - a. x-a . x-b 


_I_ r 

a-a.a-b x-a 


+ 


a-a.a-b x-a' 


a.a-b 'x-a 

X. 1 I 
a.a-b x-a 


+_ l _ *_ , 

b-a.b-a x-b 

«3 


1 1 

b - a 2 x-b 


Pro- 


Proinde introduftione fymboli § monemur, refolutionem functionis 
(x *a j*’^hb in ^ ra ^ ones » quarum denominatores fint fattores fimplices x-a, 

x-b> elfe impoffibilem, uti jam vidimus. 

Hoc cafu, ut ad veram refolutionem perveniamus, conjungendae funt duae 
_i_ i 

fraftiones a - a - a -b x-a , CO nfiderando factores ^^f 1 » tanquam refpeftive 

d-a.d-b x-a' 

diverfos. Erit 


-J 


-b’x-a\ _i K ,aa-dd-b(a- d)-x(a- d) a+a-b-x 

i i |°^a-a' a-b.a-b.x~-a.x-ci ~a-b.d~b.x~a.x-d 


ddb’ x-dj 


a-b-(x-a) a -b x-a.x-a a-b x-a 2 _ r . _ _ * 

= —7— i—r-1 = „ _ _ . , cafu , quo a = a. 

a-b.a-b.x-a. x-a __ i i — __ I I 9 ^ 

a-b. a-b x - a a-b 2 x-a 

Idem dicatur de aliis frattionum refolutionibus. x . 

§. 92. Tranfeo ad exemplum geometricum, & rei praefenti omnino ac¬ 
commodatum. 


Cum in omni triangulo (rectilineo) angulorum internorum fumma aequa¬ 
lis fit duobus rettis : fi detur fumma duorum angulorum internorum, ad trian¬ 
guli polfibilitatem requiritur, ut fumma minor fit duobus reftis. Proinde 
omnes calculi in triangulis, quorum fumma duorum angulorum datur, inftituti 
cum hac propofltione fundamentali debent confentire. 

Sit trianguium, cujus latera fint A, B , C; 

& anguli ipfis refpeftive oppofiti a, b, c. 

Anguli b & c , & latus A dentur magnitudine; erit 

B = A Jja* = A fi»-» = A fi»iL 

hn.a fin.i8o°-(b + r) fin.^-K 


C = 

quamdU b-\-c < i8o°. 


4 fin.g 
fin./4-f’ 


quae exprefliones verae funt, 


Sit 
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Sit b + c = i8o°; lineae B & C fiunt parallelae: fublato linearum B , C 
mutuo occurfu, fimul evanefcit omnis idea tam anguli a , quam trianguli & la¬ 
terum illius; & fimul omnia ruunt fundamenta propofitionum, quae nonnifi de 
triangulis aftu exiftentibus pofiunt praedicari. Algebrifta autem nimio univer- 
falitatis ftudio formulas praecedentes etiam nunc confervare, & ad eum quoque 
cafum flettere aggreditur, in quem quadrare non pofiunt. Cum fcilicet polito 
b + c = igo°, <5 l proinde fin. 6 + c = o; formulae praecedentes fiant 
B = A — 

o , pronuntiat: verticem trianguli etiamnum ficli ab latere A infi- 

C = Jt 

O 

nite diftare, ipfaque latera B & C infinita fieri. Hic autem loquendi modus 
(meo quidem judicio) aliter tolerari non poteft, nifi quatenus impolfibilitatem 
alferat trianguli, cujus duorum angulorum fumma fit duobus reftis aequalis. 
Haec autem impoffibilitas a valore fummae angulorum b, c unice pendet, quse- 
cunque fit reftse A ipfis adjacentis magnitudo, & quicunque fint anguli b, c 
feorfim fumti. Attamen fi formulae, quibus trianguli latera determinantur, 
huic etiam cafui applicari polfent, quo deeft punttum occurfus; impoffibilitas 
determinationis laterum trianguli etiamnum fifti diverfa appareret, pro diverfa 
magnitudine tam lineae A , quam angulorum b & c, juxta formulas B = A { ^, 

C= A ^ n ' c ' Unde fequeretur, lineas ab uno eodemque punfto iuxta datam di- 
o 

rectionem duftas efle inter fe magnitudine utlibet diverfas, eo momento, quo 
infinite efle dicuntur. 

Idem luculentius etiam patet, quando formulae, quae verae funt de fuper- 
ficiebus triangulorum, fpatiis applicantur, quae jam non funt triangula. 

Superficies trianguli, cujus latera & anguli funt ut prius eft 

t /p x b quae formula cafu, quo b +c = igo 0 , & proinde fin b= fin c 
fin ^+ r fm 2{) 

transformatur in hanc \A 2 Proinde fi formulas, quae de fpatiis finitis 

vene funt, fpatiis etiam illimitatis applicare liceret; fpatia illimitata inter duas 

reftas 


13<> 

reftas parallelas extenfa forent in ratione duplicata diftantiarum harum paralle¬ 
larum, cum fpatia haec inter fe efle in ratione fimplici harum diftantiarum tra- 
dantur. 

$' 93 * Ut harienus difta, quantum fieri poteft, diftin&e curvarum doftri- 
nae poffint applicari; a curva in elementis confiderata, circulo nempe, ordiar. 

Rg ' S °' Slt c > r culus, cujus centrum C, radius CA= r. Ex punfto M ducatur tan¬ 
gens MT, quae radio CA produfto in T occurrat; feu (it MT ipfi CM perpendi¬ 
cularis , atque ex eodem punfto M demittatur MP perpendicularis radio CA. Sit 
CP= x; erit CT = IL. Exprellio haec (ex fimilitudine triangulorum CMP, 
CTIU dedufta) valorem reftae CT determinat, quamdiu ipfa CT exiftit. Ut 
autem proportio CP : CM - CM : CT, feu * : r = r: CT, inftitui poffit, no- 
celTe eft, ut CP ad CM feu * ad r aliquam habeat rationem; feu necefle eft, 
(triangulo CMP exiftente) linea CP non fit zero. Pofita igitur CP= o = o X r, 
fymbolum CT = ——_ = _ monet non amplius locum dari fubtangenti. Hoc 
etiam ex antedictis fluit (§. 92 .), cum hoc cafu anguli ACM, CMT ambo fint 
refti; ac proinde lineae CA, MT invicem parallelae. 

Idem valet de ellipfi, cujus aequatio eft y = b -V(m-xx). Itaque fub- 

tangens PT = “ — x; unde cot. PMT = - * 1 . Fafto * = o = « x o, 

a V aa-xx 

fit PT =* __, cot .PMT = -~x o; unde angulus PMT = 90°, & PT deter¬ 
minari nequit. 

Ut hasc clarius etiam, fi fw; nnfr4 . . 

. . eri P°fht, ob oculos ponantur, regrediamur ad 

definitionem fubtangentis, & admodum, quo determinavimus , eam ede limi¬ 
tem (fi quis fit) fubfecantis. Pofuimus (§. 39 .) tangentem curv* diametro, ad 
quam refertur, occurrere. Intervallum quoddam datum limes eft datus (juxta 
definitionem §. 1.), a d quem fubfecans perpetuo accedit, fed quem nunquam 
attingit. Sublato tangentis & diametri occurfu mutuo, fundamenta omnia, 
qui us rationis, quam fubfecans habet ad lineam diametro ordinarim applica- 
tam, limitem determinavimus, per fe labuntur. Linea M q, diametro & pro- 
inde tangenti parallela, tangenti non amplius occurrit. Sublato itaque trian¬ 
gulo 
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gulo-fl/QQ', cujus contemplatione nituntur ratiocinia §. 39.; ipfa etiam haec 
ratiocinia & confequentiae ex illis dedudae corruunt. Nominatim cadit confe- 
quentia: redas PT , MT , rion amplius determinatas, limites efle redarum PS, 
MS. 


Sit AP =* x; PM = y; Pp — Ax; 

mp = y ± ± +_ 

i dx 1.2 ax~ 1.2.3 dx 3 

& ig = ±**.& + + IfL.pL + .... 

1 dx 1.2 dx 2 1.2.3 dx* 


Itaque PS(_=y.~) = y x , d» a* ddy , A** d 3 y 

^ - Ax + 1.2 iP - + • • • • 

Ut aliquis fit limes redae PS, oportet, fit limes aliquis expreffionis ipfius; 
proindeque exponens differentialis ^ non fit zero. Quodfi autem = o: 
fymbolo PS = y x i monemur, fubfecantem PS ultra omnem limitem datum 
crefcere pofle; de fubtangente igitur non efle loquendum. 

Cafus proinde, quo tangens MT & diameter PA invicem funt parallelae, 
tanquam lingularis & unicus eft coniiderandus. Scilicet ex pundo M ducatur 
reda quaecunque MS, quae cum tangente MT angulum faciat TMS utcunque 
exiguum. Reda haec MS occurrit diametro AP, cum fumma angulorum SMP t 
SPM (minor fumma angulorum TMP, MPA) minor fit duobus redis; eadem- 
que MS curvae etiam in altero pundo M l occurrit (cum jam reda MT curvam 
in pundo M contingere fupponatur). Imminuto angulo TMS, lineae MS, PS 
crefcunt quidem; veruntamen magnitudo illarum definitur per hunc angu¬ 
lum. Neque dici poteft (juxta definitionem §. 1.) praedidas lineas limitum 
efle capaces, easdemque a lineis magnitudine indeterminatis (feu neque datis 
neque dabilibus) minus differre polfe, quam ulla quantitate propofita. 

§. 94. Quoniam frequenti ffi me a mathematicis ufurpatur formula * t 
bolam efle ellipfin infinitam, feu, cujus axis eft infinitus; e re erit genuinam 
locutionis hujus fignificationem declarare: quod pluribus prsftabo modis, ut, 
quae de hoc exemplo.monuero, facilius poflint ad alia fimilia applicari. 

S Cun» 
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Cum nempe modos inter genefeos feftionum conicarum tres fint praecipui, 
ad quos reliqui facile poliunt reduci; unumquemque illorum feorfim expendam. 
i°. Seftio conica referatur ad focum & ad direftricem. 

Fig.21. Si tAB refta pofitione data, & fit i^punftum pofitione datum; & defcri- 

benda fit ellipfis, cujus focus F & direftrix AB , data ratione diftantiarum fm- 
gulorum ellipfis punftorum a foco F & a direftrice AB. 

Ex punfto F demittatur in AB perpendicularis FD , quae fecetur in 5 in 
ratione data; erit 5 vertex axis transverfi feftionis, foco F vicinior. 

Quoniam feftio conica propofita debet ede elliptica: ut vertex alter feftio- 
nis feu ejusdem axis determinetur, producenda eft refta DF in S\ ita ut 
DS : FS = DS : SF ; & quoniam DS' debet ede major quam FS' , oportet, fit 
DS>SF. Seu ut feftio propofita fit elliptica, ratio data diftantiarum punfti 
cujusvis feftionis a direftrice & a foco debet ede ratio majoris ad minorem. 

Quo polito erit SS' axis transverfus ellipfis; bifefta autem SS' in C, .erit CS 
dimidius axis transverfus, & CF excentricitas. 

Sit FD =d; litque ratio data SF:SD = a: b: 

erit SF = d x —; SD = ~ 
a+b a+b 

S'F=dx° } S'D=d X ~ 

a-b a-b 

SS' = d X 2aa 
a-b. a+b 

CS = d x - - 

a-b. a+b 

CF= d x - ab 

a-b. a+b 

quadratum dimidii axis fecundi SF x S'F= dd x aa . 

a-b. a+b 

Quando ratio data a: b eft ratio aequalitatis: punfta 5', C, F 1 non amplius 
poliunt determinari; feu punftorum horum pofitiones funt impoflibiles, &refta- 
rum 55, SC, SF' magnitudines pariter fiunt impoflibiles: fcilicet curva defcri- 
benda non amphus in fe recurrit, ac'proinde praecipuum cnrvarum ellipticarum 
carafterem amittit. Curva itaque hoc cafu definit elfe elliptica; fed eft curva 

fui 




fui generis, parabola nempe, quae neque centrum, neque alterum focum, ne¬ 
que alterum verticem habet. Qui dicit, parabolam efle ellipfin, cuius centrum 
a foco infinite diftat; dicit, parabolam efle ellipfin, cujus centrum aflignari 
nequit, feu cujus centrum nullibi exiflit, feu quae centrum non habet. Para¬ 
bola igitur eflet ellipfis non elliptica; quod fenfu caret. Parabola igitur curva 
eft non elliptica, & fui generis. 

Impoffibilitatem politionis punaorum S\ C, F 4 , & magnitudinis reaarum 
FS', FC, FF 4 , indicant formulae praecedentes; quae, pofito a=b, impoflibilita- 


tis figno £ afficiuntur. 

Quemadmodum autem ratio aequalitatis limes eft rationis decrefcentis ma¬ 
joris ad minorem, ita etiam ratio aequalitatis limes eft rationis diftantiarum cu- 
jusvis punfti ellipfis a direftrice & a foco huic proximo. Unde parabola limes 
eft ellipfium eandem direftricem eundemque focum pofitione datos habentium, 
eodem prorfus modo, quo circulus limes eft figurarum ipfi infcriptarum aut cir- 


cumfcriptarum. 

2 °. Seftionum conicarum originem in ipfo cono contemplabor. 

Sit AC A' feftio coni refti (v. gr.), plano per axem transeunte fafta. Sit 
SiHS' coni hujus feftio plano priori perpendiculari fafta, quodque lateribus CA, 
CA in punftis S & occurrat. Erit igitur feftio communis utriusque plani 
SS' axis transverfus ellipfis, & expreffio axis hujus eft 

rs * ^ = cs X _- = 55'. 

Quamdiu angulus S'SA major eft angulo C: planum SMS' lateri CA' occur- v 
rit; proinde tam punfti S 1 pofitio, quam reftae SS' magnitudo determinatur, & 
feftio eft elliptica; utcunque parum angulus ASS' (major angulo C) ab hoc an¬ 
gulo differat. Atque uti angulus C limes eft anguli decrefcentis ASS (quate¬ 
nus angulus hic major ponitur angulo C); ita etiam parabola, quas feftio eft 
coni, quando angulus ASS' definit efle major angulo C, feu fit ipft aequalis, li¬ 
mes eft feftionis, quae refpondet inaequalitati angulorum ASS' & C: ac ceflatio 
feftionis mutuae reftarum SS\ CA\ proindeque impoflibilitas magnitudinis reftae 
SS' denotatur introduftione figni £ in expreflionem lineae SS', quae fit 

Sf-CSxjK-CSxK 

fin. o o 

S 2 


Fig. ss. 


Sit 
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Sit MP refla ipfi 55' perpendicularis, feu axi 55 ' ordinatira applicata; & 
per MP agatur planum bafi parallelum, quod lateribus coni CA, CA' in pun- 
ftis B, B\ occurrat. Erit MP 2 = BP x PB'. Atqui 
BP : SP = fm .S : fm.B 

PB : SP = fimS' : fin .B' 

hinc BPxPB : SPxPS = fin.Sxfin.S’ : lin.jffxlin.Z?'. 

Proportio haec locum habet, quamdiu punftum 5' affignatur. Deficiente 
autem punfto 5, & proinde deficiente fimul triangulo PB'S\ proportio 
PB : SP — fin.S : fin.B (quae trianguli PS'B' exiftentia nititur) inftitui non 
potefi. Sed cafus hic lingularis peculiari etiam modo erui debet. Tum fcilicet 
retta PB datur magnitudine; & ex priori proportione BP:SP = fm.S: fi n B 
confequitur BPx PB' : SPx PB' = f m .S : fm.B = fin.C : fm.B 

feu MP 2 : SPx PB' = fin.C : fi n .B ’ pro¬ 

portio ad parabolam. 

Altera proportio PB': S'P = fin.5': fin. B' efficit S'P = B'P Ux hlf- & Impof- 
fibilitas reftae S P denotatur introduftione figni quando 5' = o. 

3°- Confideremus denique feflionum ellipticarum & parabolicarum aequa- 
tiones a parametro ipfarum pendentes. 

Fig. 3 3 . Sit 55' axis ellipfeos, cujus parameter fit SA. Sit MP refla axi ordinatim 
applicata. Ducatur S'A, cui MP occurrat in N. 


Per naturam ejlipfis eft MP SPxPS'= AS: 55 = NP: PS'=SPx PN: SPxPS '• 
pioinde MP — SJ x AV. Ducatur per A refla axi 55 1 parallela, cui MP oc¬ 
currat in Q ; erit MP* = sp(sa—ncq. 


Quamdiu igitur curva propofita eft elliptica, feu quamdiu punflum 5'da¬ 
tur pofitione; quadratum ordinatae MP minus eft reftangulo fub parametro SA 
& abfcifia SP. Atqui punflo P manente eodem; quo major eft refla SSj eo mi¬ 
nor fit refla A 7 Q(=5fl x & quemadmodum nullus eft limes magnitudi¬ 
nis reftae 55 , lta etlam nu ]j us e q j; mes p arv i tat ; s refla» NQ; feu parameter 
5 imes eft rectae PNQ = SA—NQ_~), & reftangulum SA x SP limes eft magni- 
tu mis rcctanguli SP X PN. Ordinatas igitur parabote limites funt ordinata¬ 
rum elfipfium per eadem axis puncta duftarum; denique ipfa parabola limes eft 


elli- 
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ellipfium eadem parametro defcriptarum, ad quem curvae hae eo propius acce¬ 
dunt, quo major fit earnm axis transverfus. 

Hinc intelligitur, quomodo aequatio elliptica yy = x(p — JL x ), paraboli- 
cam yy — px contineat: quatenus fcilicet refta 4S' ipfi SP non amplius occur¬ 
rente; feu fa&a ipfi SS' parallela, retta PN fit ipfi Sd aequalis, & proinde NQ 

feu i 7 ,* fit zero.’ 
a 

Quaecunque de relatione, quae curvas inter parabolicas & ellipticas locum 
habet, difta funt, applicari pariter debent ad relationem curvas inter paraboli¬ 
cas & hyperbolicas intercedentem: & quemadmodum v. gr. ordinatae parabolae 
limites funt ordinatarum crefcentium ellipfium eundem verticem eandemque pa- 
rametrum habentium; ita etiam ordinatae parabolae limites funt ordinatarum de- 
crefcentium hyperbolarum eundem verticem eandemque parametrum haben¬ 
tium. Scilicet in aequatione hyperbolae, yy = x(p + -£.*), parameter data p li¬ 
mes eft parvitatis quantitatis mutabilis p + ~ x > & re&angulum px limes eft 

parvitatis reftanguli decrefcentis x(p JL x y t denique reftas in parabola axi or- 
dinatim applicatae limites funt ordinatarum decrefcentium hyperbolarum, iisdem 
axeos punftis refpondentium. 

Porro quae de feftionibus conicis di&a fuerunt, facile (mutatis mutandis) 
ad alias curvas ellipticas, parabolicas, & hyperbolicas fuperiorilm generum appli¬ 
centur; quare diutius his immorari fupervacaneum efie cenfeo. 

95 . Alia exempla, fententiam de vera fymboli ^ fignificatione haftenus 
expofitam illuftrantia, brevius perftringam. 

i°. Sit aequatio hyperbolae conicae ad afymptoton relatae xy = ab; & quae¬ 
ratur punftum, ubi afymptoto curva occurrit, feu ubi fit y = 0 = b x 0 . Quo¬ 
niam eft x = —; fa&o y = o = b x o, erit x = — ; proinde occurfus mutuus 
curvae hyperbolicae & afymptoti eft impoflibilis. 

Aquatione x = — monemur, fuperficie rettanguli alicujus magnitudine 

data, non pofle unum ex lateribus ejus ita magnum fieri, ut alterum evanefcat. 

S 3 2 0 . Sit 
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2 °. Sit aequatio hyperbolae conicae ad axem transverfum relatae, 
yy = ^(x x -aay, & quaeratur tangens, quae axi occurrat in centro C. 


Quoniam eft v = --Wxx-aa); fit % = - x_— ^ & * v, 'T(xx-ad) 

& y ^ = x—™ y unde diftantia centri a punfto, ubi tangens axi oc« 

currit, eft quare diftantia hac magnitudine data d, fit — — d; & * = 

Pofita autem d = o = n x o, fitx = ^, & proinde impoflibilis. Nulla igitur eft 
tangens hyperbolae, quae axi in centro occurrat; fed punftum, ubi tangens axi 
occurrit, eo propius ad centrum accedit, quo pun&um, ex quo tangens duci¬ 
tur, a centro longius removetur. 


3 °. Sit parabola conica, cujus aequatio eft y = Vipx; & quaeratur pundum 
parabolae, ex quo ducta tangens fiat axi parallela. 

Quoniam y = V~ 2 px; fit^ = P.= Z. j am vero ( §. 4 ,.) e ft tan- 

u ¥ 2 P X y ^ d.j«r 

gens trigonometrica (quae dicatur i) anguli, fub quo tangens parabolae axi oc¬ 
currit. Eft ideo ?- = t; & y = Fiat autem tangens axi parallela, & pro¬ 
inde nullum faciat angulum cum axe: erit etiam / = o, & y == quod im- 

poflibilitatem arguit ducendi rettam axi parabolae parallelam, quae hanc curvam 
tangat. 


§. q 6. Ne quis autem ha&enus difta male interpretetur, quafi figna i, 

(i> ab algebriftis introdufta ex mathefi profcribere velim. Quemadmodum 

2n 

alia impoftibilitatis figna i, i, a mathematicis ufurpata, plurimas in- 
veftigationes mirifice juvant, quae absque illorum fubfidio (pro intelleftus hu¬ 
mani debilitate) aut impoftibiles fuiflent aut longe difficiliores; ita etiam haec 
impoftibilitatis figna, ■§, (£) n , adminicula efle pofliint & inftrumenta, quibus 
intelleftus humanus juvatur, ut ad inveftigationes reales poffit eniti. Dicam 
ideo cum omnibus algebriftis: generalem fettionum conicarum (v. gr.) aequatio¬ 


nem 
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nem efi e yy = x(p ± Ex); quae cafu, quo a = £ = oo, fit pro parabola yy = px. 
Spero autem, tirones verum illationis hujus fenfum & nexum ejus cum theoria 
limitum ex praecedentibus habituros elfe perfpeftum; nec ob introduttionem 
forte neceflariam fymbolorum £, (£) n , feu oo, ©on procliviores fore ad magni¬ 
tudines reales fignis his fubfternendas, quam proni fuerint ad admittendam 
quantitatum (quas vocant) imaginariarum exiftentiam, quarum fymbola in cal¬ 
culos quafi necefiario irrepunt, aut majoris faltem facilitatis caufa adhibentur. 

Superfluum autem cenfeo, oftendendis introdu&ionis lignorum horum com¬ 
modis immorari, quae frequens recentiorum mathematicorum ufus abunde com¬ 
probat. 

§. 97 . Sententiam pluribus hic expofitam, quod fcilicet fymbolum | fi- 
gnum fit impoflibilitatis, breviter jam attigeram in differtatione: Expojition ele. 
mentaire &c. inprimis Cap. XI. pag. 158 . i59* 165 . Eandem profitetur ili. K;est- 
ner in differtatione infcripta De translatis in ditficne geometrarum , his verbis; 

„ Ex vulgato tang.» = eruitur tangens anguli refti infinita-— 

„ Revera autem angulus reftus nec cofinum habet, nec tangentem. Cofinum 
„ non habere utique dico, cum dico, ejus cofinum elfe = o; non enim habet, 
„ qui nihil habet. Hinc facile intelligitur, tangentem etiam habere non polle. 

„ Tangentem anguli refti infinitam elfe nihil aliud dicit, quam anguli ad re- 
„ ftum crefcentis tangentem crefcere ultra omnes limites, ita ut cofinus infra 
„ omnes limites decrefcit. Eo momento, quo angulus fit reftus, celTant notio 
„ tangentis & cofinus; hoc difcrimine, quod in eumftatum, ut cofinus notio 
„ celfet, res dedufta fit perpetuis decrementis cofinus; in eum vero, ut celfet 
„ notio tangentis, perpetuis incrementis tangentis.,, Ac nuperrime Celeb. 
Abbas Caluso in novis Commentariis Academice Turinenjis T. II. idem tradit judi- 
cium his aliisque verbis: „ Que l’on demande / tang. de z. Dans ce probleme 
„ ce n’eft point la pofition de f, c’ell la grandeur de /, que 1’on veut. Cette 
„ grandeur eft la diftance du point d’attouchement a l’interfeftion de la tan- 
„ gente & de la fecante, qui fait 1’angle z avec le raion perpendiculaire a la 

„ tan- 
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„ tangente. Ainfi, le point d’attouchement demeurant-, a mefure que j’en eloi- 
„ gne celui de 1 ’interfeftion, je fais croitre t & *. Mais je ne|puis jamais eloi- 
„ gner 1’interfeftion pour avoir z = qo°, parceque 1’interfeftion de deux paral- 1 

„ leles eft impodible. Or on ne peut concevoir de 'diftance d’une interfeftion, 

„ que l’on concit impofiible. II faut donc concevoir t impofiible, lorsque 
„ 2; = 90°. 

„ II faut diftinguer trois cas d’impodibilitd. 

„ i°. Celui que nous venons de remarquer dans t , impofiible parce qu’on 
» ne peut ades eloigner les extremes, qui doivent terminer la grandeur. 

„ 2 0 . Celui ou elle eft impodible, parce qu’on ne peut ades les aproclier, 

,/ dont il fudlra de donner pour exemple la cotangente de 90°. 

„ 3 0 . Celui od un des extremes devroit etre en meme tems des deux co- 

„ tes oppofes de 1’autre; c’eft le cas des imaginaires, dont 1’impodibilite a tou- 
„ jours ete reconnue.„ 

§. 98. Admido, fymbolum § fignum ede impodibilis; mirum non eft» 
mathematicorum conatus rem figno huic refpondentem exprimendi ede inanes. 

Methodos inter, quibus figni hujus indolem dednire annixi funt, fequens notari 

meretur redu&io. Polito 0 = 1 — 1, & £= _L_ , in feriem convertatur ex- 

1 -1 

predio erit ^ ==i + i + i + i + i 4-. . .. Quae feries cum fine limite 

poflit continuari, inferunt: fignum i fymbolum ede quantitatis realis, feriei 
nempe infinitae terminis invicem aequalibus conflantis. Circa hanc reductionem 
haec mihi obfervanda videntur. 

i°. Quoniam o eft differentia (fic difta) duarum quantitatum invicem 
aequalium; eodem omnino jure fiet 0 = « — », & 1 = 1+1 + 1 + 1+_ 

Jam vero ponatur n = * : erit quoque 1 = 0 + 0+0 + 04_; quae feries 

(fi nihilorum congeriem ita nuncupare licet) quantitatem infinitam diftam £ 
nunquam efficere poteft. 


2 0 . Sem- 
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6 » 


2°. Sempereft - 1 _ = I + A +^1 + ^ 1 +...+^ + ^+ a „ . Proinde 

a-b a a~ a 3 a 4 a n 1 a° -- 

a-b 

feries ex evolutione fraftionis orta ad valorem hujus fraftionis eo tantum 
a-b 

b n 


cafu propius continue accedit, quo b<^a; ita ut fupplementum e ° minus 

fiat, quo major eft terminorum evolutorum numerus. Contra, quando &>«, 
b n 

fupplementum eo majus fit, quo major eft terminorum evolutorum nu- 
a-b 

merus; proindeque feries evoluta a fraftione eo magis difcrepat, quo major 

eft terminorum evolutorum numerus. Cafu autem, quo a = b , fupplementum 
b n 

~cfi~ idem femper manet; & proinde feries evoluta neque accedit ad valorem 
fraftionis primariae neque ab illo recedit. Quin cum hoc cafu, quoa = &, 
a n 

fupplementum AL feriei, quousque libeat continuatae, fit ipfi fraftioni — 

in feriem explicandae aequalis; perpetuo hoc ipfiusmet recurfu docemur, con- 
verfionem fraftionis JL in feriem ineptam efle ad determinandam rem, quae 

ipfi refpondeat. 

Quoniam ideo § = i +1 +1 + . . . + §'; cur non liceret concludere fum- 

mam 1 + 1 + 1 + . • • = o? Sed revera nihil aliud ex hac aequatione concludi 

poteft, nifi quod i = o + oH“°4" . . . H- o +1 > f eu 1 = 1 • 

Scholium. Fraftionis — in feriem converfio cafu, quo b > « (& proinde 
a-b 

J_ = —J S mathematicos quosdam eo deduxit, ut quantitates (quas VO- 
a-b b-a' 

eant) negativas efle plusquam infinitas («) pronuntiarent. Cum fraftionis 

in 

( \ Tnfe Wallisius , qui ad mathefeos progreffus tantopere contulit, nonnifi timide 
^ h-inc vocem primus (quod fciam) emifit. De rationibus plus quam infinitis locutus 
addit: fi id fi ne folecismo dici pojfit. (Vid. Arithmetica infinitorum. Prop. CI. 
Scholium.) T 
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in feriem converfio cafu, quo b> a, nihil doceat, quod ad valorem iftius fra- 

b n 

ttionis, nifi ratio habeatur fupplementi e o majoris, quo major eft termino- 

a-b 

rum evolutorum numerus; patet, infolens illud effatum omni hoc refpeftu fun¬ 
damento carere. 

Cafu, quo b > a, frattio -^7- eft — -i-, quae in feriem convergentem evoluta 

ci- b b - 0 

fit — ~ + ^3 + ^ + p- +-■); & abfurdum foret dicere, feriem lianc 

, _ . 1 b b 2 b* b* 

eandem effe cum altera - h -j— r + ^ 4—* + • • . . 

a aa a 3 a 4 o 5 

Si ad exemplum familiare, quo hoc caput exorft fumus (§. 89.), redea¬ 
mus ; luculenter apparebit, quantum haec fententia a fenfu communi abhorreat. 
Expreflio D x ^ cafu, quo v>V, fit — D x ; quae indicat, punftnm 
occurfus duorum viatorum jacere ad partes oppofitas iis, verfus quas* viatores 
progrediuntur. Neque ullo modo concipi poteft, fpatium ab illis percurrendum 
majus effe fpatio (ficto) D x — D x £, quod velocitatum aequalitati re- 
fpondeat. 

Nec magis folidum eft, quod nonnulli mathematici dicunt: hyperbolas effe 
parabolas plus quam infinitas. Parabola curva eft fui generis, ad quam, tan- 
quam limitem, propius propiusque accedere poffunt reliquae fettiones conicae. 
Et quemadmodum polygona circulo infcripta aut circumfcripta femper a circulo 
differunt; ita etiam ellipfes & hyperbolae a parabola femper difcrepant. 

Huc etiam pertinent, quae (§. 71.) de fignorum operationum ad quanti¬ 
tates ipfas translatione obfervavi. 

§• 99 - Admiffo, fymbolum £ fignum effe impoffibilitatis; facile intellige- 
mus, quid fibi velint figna -L, 00", a mathematicis ufurpata, quibus varios in¬ 
finitorum ordines diftinguere autumarunt. Quemadmodum omnes quantitates 
imaginariae, utut exponentibus diverfis affeftae, ad fignum unicum impoflibili- 

tatis Y' 1 reducuntur; ita etiam omnia fymbola —, 00", unicam indicare im- 

o n 

polii- 
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poflibilitatis ideam aflerere non dubito. Id quod uno aut altero exemplo li¬ 
quebit. t 

Sit aequatio ellipfium y m = y = ^( am * Arm ) n? 

unde fubtang. (=y^) = ^ ~ x = PT - 

Quo minor eft *, eo major eft fraflio eademque tanto rapidius ere- 

fcit, quo major eft exponens m. Ipfo autem molhento, quo fit * = o , fymbo- 
] um flm - non majorem indicat occurfus mutui tangentis & axis impoflibilita- 
tem, quam fignum fimplex impoflibilitatis §, quod obtinet, quando tn = 2, uti 
in ellipfi conica. In ellipfibus variorum ordinum fubtangentes inaequaliter ten¬ 
dunt verfus impoflibilitatem, quamdiu aflu exiftunt; fed unico modo eam at¬ 
tingunt, aut in ea perfiftunt. Refla ex punfto politione dato dufla fecundum 
innumeras leges ad eum tendere poteft fitum, quo fiat reftae pofitione dat* 
parallela; fed fitus hic eft unicus, quicunque fit modus, quo ad illum perve- 

nerit t». 

Sit aequatio hyperbolarum ad axem transverfum relatarum y m =^ s (* n ’- am )> 

fubtang.(=/-) = x-Punfti igitur, ubi tangens axi occurrit, a cen¬ 

tro hyperbolarum diftantL eft a£L: & fi requiratur, ut diftantia haec eva- 

nefeat• erit «— = o, feu x">-i = a m-i x x = a"r-. Quo fymbolo mone- 
jnur, impoflibile efle, ut tangentes hyperbolarum cujuscunque ordinis axi in 
centro occurrant; neque impoflibilitas haec major minorve efle dici poteft pro 
vario ordine hyperbolarum. 

Quaecunque dixi de fymboli jL(-» inferiemconverfione, a fortiori de- 
b e„tad feries ex fymboft (- -£) i" feries converfione ortas appUcari, 

qua varios infinitorum ordines declarare fuit tentatum. 

Omitto alia argumenta ex contemplatione ferierum & fpatiorum curvilineo- 
rum dedufla: qu* plerumque contradifloria nituntur fuppofitione, dari aliquam 
quantitatem infinitam; & de quibus, occafione data, ftriflim dicere fufficiet. 


Fig. 
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fr’g-24- 


Caput Decimum. 

De quadratura curvarum. 

§. 100 . 

Qirva quasvis referatur ad aliquem axem per reflas huic axi ordinatim ap- 
phcatas, & eidem v. gr. perpendiculares, (n) Superficies curvae denotet aream 
trianpili mixtilinei, quod arc»curvae & abfcifia atque ordinatim applicata axis 
terminatur, vel aream quadrilateri mixtilinei, arcu curvae, abfcifia axis, & 
duabus ejusdem ordinatis comprehenfi. Sit reftangulum, cujus unum latus 
detur magnitudine, & cujus latus alterum crefcat uti abfcifia axis. Dico: 
rationem differentialem fuperficierum curvae & reftanguli aequalem efie rationi 
reflas axi ordinatim applicatae, quas eil bafis fuperficiei curvas, ad reftam ma- 
gnitudine datam. 

Efto SMM curva aliqua, ad axem SPP' relata per reftas MP, m'p' 
huic ordinatim & perpendjculariter applicatas. Ad punftum s conftituatur refla 
Indefinita axi perpendicularis. Fiant reflangula SARP, SAR‘p', quorum latus 
commune ^aequale fit reflas magnitudine dat*,' & altera latera fint abfciflas 
axis SP, SP . Dico, rationem diflerentialem fuperficiei curvae & reftanguli 
aequalem efie rationi MP : SA. 


Etenim dum abfcifia SP crefcit quantitate pp\ mutationes iimultanese 
upei '«erum curvat & reftanguli funt fpatia MPp'm' & RPPR'. Complean- 
tur re&angula PPMm pp' ni M • « . p 

A . . r . . , , P”‘M, quorum prius eft curvae circumfcriptum, po- 

iterius mfcriptum (ad normam § i -Ex 3 ) p > F 


Ratio mutationum fimultanearum fuperficiei curvae SMP & reftanguli SR 
minor eft ratione reflangulorum PM\ PR\ feu ratione PM ': SA; major autem 
ratione reflangulorum Pm, PR\ f eu ratione PM:SA- Quoniam autem ratio 
aequalitatis limes eft rationis reflaram m‘p\ MP, feu reflanguiorum pm' Pm • 
ratio reflangulorum P M \ PR' minor fieri poteft quacunque ratione propolita! 


(a) Si coordinatarum anenlo. r. a. < * UaE 

ferenda fnnt ad paralfeloaraL ” * 1 ‘) a * CDn T le * «««"gnlia dicentur, trans- 

tarum aequales. a ae< l ui “* n gula, quorum anguli lunt angulo coordina- 


quae major fit ratione PM'. SA ; &c a fortiori ratio fpatii PMMP' ad reftangu- 

lum PR' minor fieri poteft quacunque ratione propofita, quae major eft ratione 

PM : SA . Proinde ratio PM : SA limes eft rationis mutationum fimultanearum 

fpatiorum SMP & SARP , feu efi: ratio differentialis horum fpatiorum. 

Sit ideo SP — x , MP = y, SA = a, & fuperficies curvae dicatur S; erit 

lim.-^— = !i, feu lim.— = y, & ^ = y- 
«Ax a Ax 3 dx 

Data igitur (ex aequatione curvae) relatione x & y, determinatio propofita 
fuperficiei curvae ad calculum integralem redufta eft. 

Exemplum. Sit ci m ~i u = x m : erit = w = ——, & 

1 J dx f.™-1 


s=c+-^.^;=c + ^Lxy. 

w-f-i a " 1 ” 1 m-j-i J 


1. Oj/wj-. Sit in numerus pofitivus, & initium curvae fit in vertice axis. 

Curva propofita eft parabolica. Et quoniam fuperficies (per hyp.) evanefcit 
fafto x = o, eft C — o; unde 5 = —~-xy. Area igitur femi-fegmenti para* 

bolici, cujus aequatio eft y = ——, eft ad reftangulum circumfcriptum, uti i 
m + i. 

2. Cafus. Sit m numerus negativus, feu fit yx m = « m+I > quae eft aequatio 
hyperbolarum ad afymptotos relatarum. Quoniam — = y = am+ix-»”; fit 

S=C -fl^+ix~ m +i = C- —xy. Ut cafus hujus examen fiat facilius, 

fit AB = b ordinata, cui refpondet abfcifia SB = a, a cujus extremo B fuma~ 
tur initium abfcifiarum ; erit ideo y(fl+x) m = ba m ; ^ = «*"^(«+x)-n*, 

5 = C——L a m £(a-fxV m +i = C — —-—— = C — J am Fig.ss. 

m-i K J tn-i (a+x)^-i w l 

vero fuperficies propofita ABPM evanefcit, fafto BP = x = o, & y = = £ • 

proinde C = 4 - —& 5 = —- (nZ;-y(/i 4 -x)). 
r wi- i *»- i 

x a m b , r a \m-i 

i°. Sit w >i, y(«+->) — • Quoniam autem 

a 4-x feu SP major fieri poteft quacunque quantitate propofita; contra — 


i5o 

& C^) m 1 minor fler i P ot eft quacunque quantitate propofita: proinde ab li- 

tnes eft quantitatis crefcentis ab-y(a+x ); adeoque fpatium J-ABSD limes 

eft fpatii afymptotici crefcentis ABPM , quod aequare, nedum fuperare nequit, 
utcunque magna fumatur abfciffa BP- 

In eodem cafu fiat x negativa; unde y(a-x)™ = avb , & y == a™b(a- x ym 
Erit 5 — —L_a m Z> ((a-Ar)~ m +i C) 

= ~~a m b jr)-rr._f-i — a , r _|-i^ 

= ( _ l __ i N 

in -1 \l-jeni-i fl m-i✓ 


= — (y{a-x)-ab). 

Quoniam autem nullus eft limes parvitatis quantitatis a-x, inde ab a adzero 
usque decrefcentis: contra nullus eft limes magnitudinis quantitatum crefcen- 
tlUm «TTT’ & proinde nullus eft limes magnitudinis fpatii afympto- 

tici ad alteras partes ordinatae AB. 


Hoc cafu pofito x — a , fit S — —i-; quod fymbolum indicat, tan 
contradiftionem fuppofitionis, fieri pote* =°, feu hyperbolam alymptoto occur 
rere, quam unpoffibilitatem fpatii afymptotici limitem determinandi. 


2°. SitmCi: erityCo + * )= a™b _.„ f a + xs i-m 

X V a ) » & 

c I ,/ya I J 

s - ~ Quoniam autem nullus 

eft limes magnitudinis iplius a+x, nullus etiam eft limes magnitudinis quan¬ 
titatum (^±f)' ; & proinde, crefcente abfciffa BP, fpatium afympto- 

ticum crefcit, & ma j us fieri poteft quocunque fpatio dato 

Sit autem * negativa. Quoniam y(a-x) n. = a <«b, erit ut prius 
X - « . ! - m ^ ^ J: & quoniam, crefcente * a zero 


inde 


inde usque ad 0, nullus eft limes parvitatis quantitatum — m ; fp a - 

a ^ a / * 

tium afymptoticum ex altera parte ordinatae AB obtinet limitem magnitudinis, 

nempe -L~ab, feu -t—ABXSB- 
l-m i - m 

I-m 

Hoc cafu eft etiam S = — l—ab(( -) m —1\ Fa&o y — o, fit 
i-m ^y y * 

h T ~ m 

s = -L-ab((-') m — 0 ; quod indicat tam contradittionem fuppofitionis, 

I -m s 

fieri poffe y = o, quam impoflibilitatem fpatii afymptotici limitem determi¬ 
nandi. 

3°. Sit m = i. Hoc cafu y S = y— —— , quae eft aequatio differentialis 
dx a + * 

logarithmica. Proinde S = ab (C+ log. a + x). Et quoniam 5 evanefcit, fafto 
x = o; fit C= — log.a, & £= a^log.^t^. Proinde fpatia hyerbolica vlBPM 
crefcunt ut logarithmi rationum SP : SB abfcilfarum. 

Geometricam proprietatis hujus hyperbolae conicae demonftrationem ad cal¬ 
cem hujus capitis differre latius mihi effe videtur, ne principalium propolitio- 
num feries nimium abrumpatur. 

Quando m % i; alterutrum fpatiorum afymptoticorum, ordinata aliqua AB 
feparatorum, limitem habet magnitudinis. Cafu autem, quo m — i, utrumque 
horum fpatiorum majus fieri poteft quocunque fpatio dato. 

§. ioi. Quoniam curvae parabolicae & hyperbolicae magni funt in theoria 
curvarum momenti; haud abs re erit earum quadraturam paulo aliter invefti- 
gare, & ad prima limitum rationum principia reducere. 

i°. Curva quadranda fit parabola SMM\ cujus aequatio a^-iy = x m t Ad Fig.24. 
verticem 5 ducatur tangens SA; ducatur etiam ad M tangens curvae, quae axi 
SP occurrat in T- Ducatur ordinata m'p‘; per M & m' ducantur ipfi SA per- 
pendiculares MO, m'q\ quae ipfis M'p\ MP (produftis, fi neceffe fuerit; in 
tn & tw occurrant. 


Red. 


» 5 * 


Fig. 25. 


Rea. MPPm : refl. AfQQ'm' = MPx Mm 
Sed lim. ^7* : = yy 

et MP : JtfQ = itfy 

Ergo Um.(MPxMn : MQxMm) = PT 

= PT 


MQx M'm. 

MP (§.40.) 

MQ (§.14.) 

SP 


= I : m (§. 42.) 

Proinde lim.f.reft./^P/^wrlim.r.reft.^QQw^ 1 : wi (§. 15.) 

Sed fpatium parabolicum exterius SMM'q' limes eft fummae reftangulo- 
rum huic infcriptorum MQQ'm , & fpatium parabolicum internum SMM'p' 
limes eft redangulorum huic pariter infcriptorum MPPm; proinde (§. 4.) 
SMMP' : SMMQ 1 = i ; m 

feu SMP : SMO = 1 : tn 

hinc SPMQ : SMP = w+i : 1 

SPMQ : SMQ = w+i : vi. 


2 0 . Curva quadranda fit hyperbola, cujus afymptotae SP, SQ, & cujus 
aequatio eft y(«-f*) m = Per m ducatur tangens, quae afymptotis in T & 
T' occurrat. Sint MP, MQ, M P\ m'q' redae afymptotis ordinatim appli¬ 
catae. Reftae MP, M'q' fibi mutuo occurrant in m , & redae MQ, m'p' fibi 
mutuo occurrant in m. 


Rea. Mpp'm : rea.wQQ'^' 

= 

MPxMm' 

MQxMm. 

Sed lim .M'm' ; Mn' 

= 

PT 

MP 

(§• 4 °-) 

lim .MP : «Q 

= 

MP 

MQ 

ergo lim. MPx lUm': mQx ATm' 

= 

PT 

MQ. 

(§• 14 ) 


= 

PT 

SP 



= 

I 

: m 

(§• 42 -) 

Ergo : f.reft.mQQ'^') 

= 

I 

m 

(§• 15 -) 


Sed fpatium hyperbolicum ABP'M' limes eft fummae re&angulorum PMmP 
( 5 * I *)» & Ipatium hyperbolicum ADQ'M' limes eft fummae redangulorum 
Ergo (§. 4 .) ABP'm' : ADG^M' = 1 : m 
atque etiam ABPM : ADQM = 1 : 


i c . Sit 
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i°. Sit m<i; erit ABPM> ADQM; & ABPM-ADQM= MRBP-ARQD 
-= MQSP—ABSD- 

Quoniam ABPM : ADQM = i : m 

, ABPM : MQSP—ABSD = i : i—m 

& ADQM : MQSP—ABSD = «i : i—»». 

2°. Sit ni> i; erit ABPM < ADQM, & JDQ_M— 4 BPM=ARQD—MRSP 
= ABSD—MQSP. 

Quoniam ABPM : ADQM = i : 

ABPM : ABSD-MQSP = i : #w—i 
& ADQM : ABSD—MQSP = tn : ro—i. 

3°. Sit w=i. Nil aliud inde concludi poteft, nili quod ABPM—ADQM. 


§. 102. Quadratura parabolarum & hyperbolarum viam fternit ad qua¬ 
draturam plurimarum curvarum, quarum fuperficies ab illarum fuperficiebus 
pendent. 

Sit exempli gratia bby = **(«-*) 

dS __ c_i**M * 4 = 

di ~ y “W bb bb * 

Sit 5=0, quando * = o, & fumatur fuperficies refpondens abfciflae x = a; 

c i « 4 ’ 

ent S = xV^- 


Sit in genere 
&m+n-i y — x m (a-x)n; erit 

dS = „ = JC n ’(«-^) n 

d* J 4 ">+n-L 

/^rn-fn-l i I 


.*■ 3 * 3 +* ...^"- 4*4 .•) 

T i 3 1 4 


unde 


S=> *— C —4 — (>njcm ^ 1- 


I »1+2 I 


. *!" 1 —£-o*MJP®+3-” „.^2.. _l_an- 3iV m+4X.,.) 

2 »»+3 i 3 m+4 T ' 


Quse feries abrumpitur, fi fuerit n numerus integer & pofitivus. 

Curva propofita fit circulus, cujus aquatio eft yy = r r — xx; 

AS _ y-y^rr-xx. Formula integranda in feriem convertatur; erit 


as 

dx 
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dAT a r i 2 r 3 i § '3 r 5 xf j-4r7 2 ***! , r 9 

c_^ ii* 3 H i^ 5 i .3. i*L_ X £ i* 9 i 1 , a: 11 
5 - r*—*. 3 — - f-1^7? - f-t*TT-79-“- • • 

Sit x = r , & proinde S quadrans circuli; erit 

c ~ r / t i i __ i r i r 5_ i 35 i \ 

i — rr (I — 3 • 7 — f • — T5 • T — Tai * 9 Talo * TT • • • •) 

Si curva propofita eftet ellipfis, cujus aequatio eft yy = — (na - xjv) ; for- 

aa 

mula eadem eft faciendo rr = a£. 

Curva propofita fit hyperbola conica ad axem transverfum relata, cujus 
aequatio eft yy — ~ ( xx-aa ). 

d * ^ a a v 2 a; * t * 3 * 2 t f ^ i x 7 J 


Sit S — o, quando x = a; 

Obfervatio i. Hyperbolae conicae ad afymptoton relatae quadraturam ad 
logarithmos reduci fuperius vidimus (§. ioo.): ideo etiam quadra.tura curvae 
hujus ad logarithmos reduci poterit, ad quemcunque axem curva referatur. 

Reipfa ex ratione differentiati — = —Y'xx-aa 
d*v a 

confequitur etiam 5 = x a M og x ^ r xx-aa t^xirxx-aa 

a 2 a 

= i ab lo g—r-^- +£j cVxx-na. 

x-\-Y xx-aa a 

Si vero hyperbola ad axem fecundum refertur, ut aequatio fit 
yy — & — = y = ^(xx+bb); pariter eft 

5 = i*M° g . + , °_ xrM . 
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C J r» 

Obfervatio 2. Ad duas formulas = ^aa-xx; -— = '/'xx+aa, redu- 
1 dx dx 

cuntur quam plurimae aliae formulae, quae proinde in terminis finitis integrabi- 

les cenfentur; cum in promtu fint quadratura (appropinquata) circuli, & ta¬ 
bulae logarithmicae. 

— =j x m V'(^aa-xx) 

Sic exiftente wi numero integro formulae 1 . aut ad duas 

d* 

formulas praecedentes reducuntur; aut ad formulas > 

quae funt immediate integrabiles. 

b - d*___ t 

Sit aequatio curvae logarithmicae y = e 1 J erit dy y * 

«» 

ergo — = & S^C —/y. 

cU 

Sit S = o, quando y = b; erit C= bt, & S = *(&—#). Quoniam y minor 
fieri poteft quacunque quantitate propofita, limes fpatii afymptotici curvae loga¬ 
rithmicae eft bt. Quae formulae immediate poflunt ex primis limitum principiis 

demonftrari. ' x 

Sit aequatio generalis [cycloidum y = '/'(zrx-xx) 4 - arc.fin.V. —. Fa&o 

_ x r x X 

xarc.fin.v. —, fit arc.fin.v^ = _ 

proinde ^ = r^rx-xx) + ^ 

=* rfrx-**) + «%+ 

hinc S= |rrarc.fin.v.f-- 

+ Rxatc. fin. v. — + R V'(2rx-xx~) 


— Rr arc. fin.v.— 
r 

. _ r(2 /?+r) 

f = 2r; erit 5 ;= —tt. 


Scilicet area cycloidis eft- ad aream circuli genitoris, ut iR 4* r : r; & 
nominatim cycloidis vulgaris area eft tripla area circuli genitoris. 

§. 103. Quoniam — = erit (§. 35.) juxta feriem Bernoullianam 


S = xy—fl _fl_dd//__ * 4 d3 ff, * 5 d 4 y _ x<> d*y 

1.2 dJt: 1.2.3 dx 2 i.2...4dx 3 1.2...5 dx 4 i.2...6dx 5 + • • • • 

Cum autem quadratura curvarum una fit ex praecipuis calculi integralis ap¬ 
plicationibus , haud alienum ab re erit formulam hanc accuratius explicare, in¬ 
timumque ejus cum methodo exhauftionis nexum oftendere. 

Sit curva quaecunque ad axem aliquem relata, cujus curvae Tegmentum 
coordinatis x & y terminatum denotet £ Abfcifia axis in numerum quemcun- 
que n partium A* mutuo aequalium divifa, inferibantur & circumfcribantur cur¬ 
vae reftangula ad normam §. 1. Ex. 3. 

Reftae axi ordinatim applicatae, quae abfeiffis x, x-Ax, x-2Ax, x- 3 Ax ? 
X-4AJC. . . . x-(n-i)Ax refpondent, funt refpettive (§. 31.). 
y 

Axdy + Ax* ddy __ Ax 4 d 4 y __ 

1 dx i.a dx 2 1.2.3 dx 3 1.2..4 dx 4 1^ dx 5 + * * * * 


I dx 1.2 dx 3 1.2.3 dx 3 I.2..4dx 4 I. 2 .. 5 dx 5 " 

y — 3 — ^ + 3 *-—- 4 —— d 3 */ 4. ,4 Ax 4 d 4 y Ax 5 dfy 

1 d* «u» ,. 2 . 3 ars + 3 — ^ -3 5 r - j4 - 


i.2..4dx 4 

i.2..5dx 5 

)4 Ax 4 d 4 y 

., 5 a * 5 a*> . 

1.2..4 dx 4 

I.3..5CP + 

4 Ax 4 d 4 y 

5 Axf_d5y 

1.2..4 dx? 

i. 2 ..sdjc 5 


^ , b . i)5 a** d *y 

Idjt y i.3dj(* v 1.2.3d*s A i.2.. 4 d^ 1 ; iXsa^. + -• • 


Reftangula curvae circumfcripta funt refpeflive produfta harum expreffio- 
num per altitudinem communem Ax; tandemque fumma reftangulorum cir- 
cumferiptorum eft fumma omnium horum produftorum, nempe 
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yAx. n = y&x. n 

i cIa i cU 

+ YjjJ( ia +2 s +3 i + 43 +...(«-i) 3 ) + iraS (f - lS --”' l3) 

- rSS (l3+a3+3H43+ - (B ‘ I)3) ~ rSS (r - l3 - ,>l3) 

+ £g( l4+s ^v+...(»-oo + SS (f - l4 -- n - l4) 

- ^g( l5 +* 5 +3 5 +4 ! +..-(«- 1 ) 5 ) - 

+ +. 

=2 ykx.n 

— ^£^(|«b+ 5 ») 

+ ^£!^.(|m 3 + 5 hb+C») 

1.2 dA 3 

__ Aa 4 d3| 4 +jB „3 + Cb J + fl») 

1.. .3 d* 3 

Aa 3 d ^ ( ,„ 5+B „4 + c »3 + D» 2 +£-») 

1.. .4dA- 4V5 

_ ^^Q„ 6 + jj B 5 + c n 4 + 0» 3 +£» 3 + F») 

1.. .5 dA 5 

+. 

= x y 

i dA w 

+ _L ^ (iA 3 + £a 3 Ax + CaA A 3 ) 

I. 2 dA* 

— — - — ^JLf±x* +J 3 x 3 Ax + Cx z Ax' +DxAx*') 

1.2.3 dA 3 V4 

4- __I_ ^JL(lx 5 -\-Bx^kx+Cx^kx* -\-Dx*kx* ■{■ EaAa 4 ) 

1.2.. .4CU' 4 

_ ('A 6 + ^ 5 ^ + rA 4 AA s +DA 3 ^A 2 +£AAAA: 4 *|-ir A ^A 5 ) 

1 . 2 .. .5 dA 5 J 






IS8 

Proinde limitis fummas reftangulorum circumfcriptorum, hoc eft, are* 
fegmenti curvae exprertio limes eft fummae omnium horum terminorum; nempe 

xy — ^! d y . * 3 ddy _ x* d 8 y d«y _ j 5 y 

1.2 d* 1.2.3 d* 2 1...4 cIat 3 I...5 d.jc 4 1...6 djc 5 + ’ ’ * * 

Eademque methodo proceditur per re&angula curvae inferipta. 

Scliolium. Methodus, qua parallelogrammorum curvae alicui circumfcripto¬ 
rum fumma determinata fuit, exempli loco efte poteft methodi, qua ferierum 
plurimarum fumma, juvante theoremate Tayloriano, ad poteftatum numero¬ 
rum naturalium fummas poteft reduci. 

§* 104. Si curva referatur ad aliquem focum, ut coordinate fint radii 
veftores, & anguli, quos hi radii cum aliquo radio veftore pofitione dato com¬ 
prehendunt: quadratura curvae fic determinatae iisdem nititur principiis. 

Fig. 26. Sit SMM' curva ad focum F relata per radios veftores FM, fm\ & an¬ 
gulos SFM , SFM\ quos radii veftores FM, FM' cum radio FS pofitione dato 
comprehendunt. 

Centro F, radiis FM, FM\ deferibantur arci» Mm, Mm', ut curvae inferi- 
bantur atque circumfcribantur feftores circulares MFm , M'Fm. Seftor curvae 
MFM' major eft feftore circulari inferipto MFm- minor autem circumfcripto 
MFm. Cum autem ratio aequalitatis limes fit rationis radiorum FM , FM'; 
ratio aequalitatis limes etiam eft rationis feftorum circularium M Fm , MFm; 
& a fortiori limes rationis feftoris curvae MFAt, & fetioris circularis MFm. 
Radms magnitudine datus fit r , & centro ^ radl0 ^deferibatur arcus cir¬ 
cularis, qui radiis FM & FM' in punftis X 8 c X' occurrat. Sit etiam »■ cir¬ 
cumferentia circuli, cujus radius eft unitas; fit angulus SFM= x; angulus 
MFM'= &x, & feftorem curv* SFM denotet S; unde MFM' = AS. 
lim .MFM' : MFm = 1 ; , 

MFm ; XFX - MF 1 ; FS 1 

= yy : rr 

ergo hm .MFM : X FX = yy . rr 

feu \im.MFM' : ^rr^L - „„ 

3 — vy z rr 


lim. 
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lim. &S 

: = 
7T 

yy « 

rr 

lira.— 

: Jrrxl = 

7T 

0 s 

rr 

feu d5 

d* 

: |rrX I = 

7T 

yy •* 

rr 

. dS 

et 

dx 

= 

27r 

quae eft aequatio differentialis fuper- 


ficierum curvarum ad focum per radios ve&ores relatarum. 

Exempla. Sit y z=*r -, quae eft aequatio fpiralis Archimedeze. 

7 T 

xx i m dS ara: _ _ v-3 

w yy * rrX ^' & = rrX ^> 5 = C + i rr ^* Sit5 = 


O, 


quando jc=o; erit Sxzfcrr— T = ±yyx — =s . Nempe fuperficies fpiralis Ar- 

71 6 7 T r 

chimedeae crefcit in ratione triplicata angulorum SFM, feu in ratione compo- 
fita ex duplicata ratione radii ve&oris FM & ratione fimplici anguli SFM, feu 
tandem in ratione triplicata radii ve&oris FM. 


Si, , = <n-; „i« „ - £ = > = 


27T 2«i+I 7T- 


dx 27 T“' 


* = C+ -Lrr.^= = 


2»H-I 7T * 


Superficies igitur omnium fpiralium, quarum aequatio eft = f un t in 

ratione compofita ex ratione angulorum SFM fimplici, & ratione radiorum ve- 
ftorum FM duplicata. 


Sit y = r* x , quae eft aequatio fpiralis logarithmicae; erit ^ = iyy=z\rrev** y 

S=:\rrez* = Proinde fuperficies fpiralis logarithmicae crefcit in ratione 

duplicata radiorum veftorum, feu etiam in progrefiione geometrica. 

Sit y = rfec. 3 £jc, quae eft aequatio parabolae ad focum relata in 

m qua r 

aequalis quadranti parametri. Erit — = fyy =-J-rr fec.^*; unde 
S =s rrtang.|*(i +|tang. 3 jjr) = rr(tang.f*+ Jtang.Si*). 


§• r° 5 . 


§. 105. Cum quadratura curvarum ad focum relatarum reducatur ad in¬ 
tegrationem aequationis differentialis = yy. quadratura haec etiam poteft 
obtineri per feriem Bernoullianam, prouti in §. 36. extenfa fuit. 

Erit fcilicet 2S =j xyy 

X* d u 

— 2 —/ 

1.2 d* 


I.2... 4 ^dA; d** ^d*^ 


i.2...6v dx- dv° ax dx 4 "a x 5 J 

4 -. 

Si opus foret, eandem formulam ad methodum exhauftionis immediate 
reducere, & ex primis limitum notionibus inferre liceret, uti in §. 103. 

§. 106. Quemadmodum data curvae aequatio ad fuperficiei ipfius deter¬ 
minationem conducit; ita viciflim cognitio hujus fuperficiei poteft relationem 
coordinatarum curvae fuppeditare. Quod paucis exemplis illuftrare fufficiat. 

Sit S= L xy; erit ^ = I y+lM 
m cU nt m d* 

atqui £ = ^>- ergo y=ly+ }_M 

wi nt dx 

et x &i 

dx * 

l0 . Sit m = 1; fit o = x^: unde ^ = o, & y = c. Qui cafus eft re- 
ftanguli, cujus altitudo magnitudine datur. 

»°- S « «>i; fit «,(»,-!)= /1; fcu d *L=J-.l 
J cU d ij * tn -1 y 

unde C-f tog. x = — log. y. 

tn-i 

log. cix =2 —— log. y. y =«m-ijfm-r. 


Av d 3 y , 


Si 


Si m = 2; fit y~ax, quae efi: aequatio ad lineam re&am: in reliquis ca- 
fibus curva effc parabolica, ad axem aut ad tangentem ex vertice duftam 
relata. 

3°. Sit i ; fit y(i -f«)q-= o; unde (i -w»)log.y + log.* = log.C; 
y l ~ m x = C, quae efi; aequatio hyperbolarum ad afymptoton relatarum. 

Si, S S.dg = »: & 

1 =— -x hinc *=C— t\og.y. Sit x = a, quando y—b\ x=*log.&—flog.y, 

x b 

feu _ = log.—, quae efi: aequatio curvae logarithmicae. 

1 y 

Curva referatur ad aliquem focum; & fit 5 = yy x Erit 
£ - !/</ X i 4 - 2j^xl Atqui ^=</</(§.104): ergoyyfi-I). = 
feu y(r- I) = 2 X&, & = hinc C+±log.* =:-i_log.y; feu 

I ^ 

Ilog.ox =3 — log.y, axzny r-i, quae efi aequatio ad fpirales vulgares. 


sits = f m 


ds _ p iy _ 


it. !*!L 

q d* 


i q d* _ I_ . 

*p'dy y’ 


C 1 — x = log. y , quae efi; aequatio ad fpiralem logarithmicam. 
*P 


Appendix. 

De quadratura hyperboles conica. 

Ne feries propofitionum principalium, hoc capite contentarum , abrumpere¬ 
tur ; fatius efie ratus fum particularem hyperbolae conicae quadraturam geome¬ 
trice confideratam feorfim exponere, ut fequitur. (Vid. §. 99.) 

§. 107. Lemma. Si curva quaecunque diametro fit praedita (hoc efi:, fi 
datur refta, quae omnes reftas fibi mutuo parallelas & curva utrinque termina¬ 
tas bifariam fecat): dico, hanc diametrum fpatium quoque curvilineum in 
duas partes aequales dividere. 


X 


Etenim 
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Etenim curvae infcribantur & circumfcribantur parallelogramma (ad nor- 
mam 1. Ex. 3*)* Parallelogramma haec bina fumpta ad utramque diametri 
partem funt mutuo aequalia; proinde & fummae horum parallelogrammorum 
ad utramque diametri partem funt invicem aequales: unde & limites harum 
fummarum, nempe duae partes fpatii curvilinei ad utramque diametri partem 
fitae, aequales funt. 

Rg.27. Theorema. Super afymptoto hyperbolae conicae fumantur a centro C reftae 
CA, CA\ CB y CB' in proportione geometrica. Per punfta A, A\ B , 5 'agan¬ 
tur reftae alteri afymptoto parallelae, quae hyperbolae in punftis D , D\ E, E' 
occurrant. Ex centro C agantur rectae CD, CO\ CE , CE'; dico, feftores 
DCD , ECE , & trapezia ADD A , BEE'b', effe invicem aequalia. 

Jungantur reftae ED\ E'D , quae afymptotis in G, H, G', H' refpeftive 
occurrant. Notum eft, fore GE=D'H , G'E'=:DH '. 

Propter parallelas EB , CH eft GB : GE = A'C : D'H 
atqui GE = DH 
ergo GE = ^'G; & pariter B r G'=zAC. 

Atqui (hyp.) CA:CA'=CB:CB'=E'B':EB (quoniam CExEErrCExE^'); 

ergo GB:GB = E'B':EB; proinde triangula G^^^ GBE 

funt invicem fi milia, & re&ae G'E', GE funt invicem parallelae. Ducatur CF, 
quae re&am GB bifariam in F fecet. Quoniam GF: G F f = CF: CEFH:F'H'- 
erit etiam G'f' = E*H\ Atqui GE= D'H, &G'E' = DH'; ergo EF= FD', & 
E F — F D. Proinde refta CF eft diameter hyperbolae, & fpatia SEF, SE'F ' 
refpe&ive aequalia funt fpatiis so'F, soE. Sed triangula CEF, CE'f' refpe- 
&.ive aequalia funt triangulis CD‘F, CDF‘; ergo & fpatia CES, CE's refpeaive 
aequalia funt fpatiis CO S , CDS; proinde & feftores ECE\ DCD' funt invicem 
aequales. 

Reftae^D, CD' fibi invicem occurrant in I Quoniam CAxAD=CA'xA'D' 
femper eft triangulum CAD aequale triangulo CAd': hinc, fublato utrinque 
fpatio communi CAI, & adjefto utrinque fpatio communi DID', fit fector DCD ' 
aequalis trapezio mixtilineo ADD'A'; eodemque modo fector ECE' aequalis eft 
trapezio BEE B . 


CoroU 
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Corollarium primum. Super afymptoto j 1¥ 

CA fumantur abfciflae quotcunque CA, CA, CA, CA, CA ...CA H 

in progreflione geometrica, & ducantur 

ordinatae AB, AB ,AB ,AB ,AB ...A S B^ 

Omnia trapezia AB, A b! \ AB, AB'\ a'b* ... A*-'B* 

funt invicem aequalia; & proinde fpatia hyperbolica AB N crefcunt ut logarithmi 
abfciflarum CA N , CA. 

Corollarium fecundum. Datis in afymptoto duobus punftis quibuscunque A, 
A**; nullus eft limes numeri abfciflarum in progreflione geometrica, cujus expo¬ 
nens CA N : CA , crefcentium, quae in afymptoto produfta CA fumi poflimt. 
Quare nullus etiam efl limes numeri fpatiorum trapezio AB™ aequalium, quae 
in fpatio afymptotico fumi poflimt; ideoque nullus eft limes magnitudinis hujus 
fpatii. 

Corollarium tertium. Detur ratio CA**: CA. Ratio haec dividatur in quot¬ 
cunque n rationes CA ': CA fibi invicem aequales; proindeque trapezium hyper- 
bolicum AB™ dividatur in eundem numerum partium aequalium AB', Ab\ 

J'g" _Ducantur Bb', B 'b afymptoto CA parallelae, quae ipfts Ab', 

A A in b' & b occurrant. Quoniam 
CA : CA = CA': CA* 

CA'-CA:CA n -CA'=CA : CA' 

feu A A : A' A = A'B': AB, & AAy.AB = AA'y.AB'\ & fic dein¬ 
ceps: unde omnia parallelogramma fpatio AB™ circumfcripta funt invicem aequalia. 
Quoniam ratio CA™ : CA datur: eodem manente numero n , pariter datur ratio 
CA ': CA ; adeoque & ratio A A : CA, feu ratio parallelogrammi ABb A ad 
potentiam hyperbolae CA* ABCin.A. Et proinde etiam datur ratio fummae 
omnium parallelogrammorum fpatio AB* circumfcriptorum ad potentiam hy¬ 
perbole; & proinde limes fummae horum parallelogrammorum feu fpatium AR* 
eft etiam ad potentiam hyperbolae in eadem ratione data. In diverfis itaque hy- 
perbolis trapezia, duabus ordinatis, aut duabus abfciflis, quarum ratio datur, 
refpondentia, funt inter fe uti potentiae harum hyperbolarum; feu potentia hy¬ 
perbolae eft modulus fyftematis logarithmici ad hanc hyperbolam pertinentis. 

X 2 Appii- 


Fig. 



Ug. 27. 


fig. xi. 
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Applicatio 1. Hinc confequitur menfura fpatii hyperbolici inter duas reftas 
afymptoto ordinatim applicatas, quarum ratio datur, comprehenfi. Scilicet 
fumatur logarithmus naturalis rationis harum ordinatarum, & per hunc loga- 
rithmum multiplicetur potentia hyperbolae. 


Applicatio 2. Hinc etiam fluit menfura fpatii cujuslibet hyperbolici. Sit 
v. gr. CS = a femi-axis transverfus hyperbolae, & quaeratur fpatium ESF. Sit 
Sb=b femi-axis fecundus; & fit Sb' afymptoto CB ordinatim applicata , feu ipfi 
EB parallela; atque potentia hyperbolae, nempe CVx£'6'fin.C, feu \ab , dicatur P. 


ESF = ECF — ECS ~ ECF — EBb 'S = ECF— 


= ECF+Plog.^f = ECF+Plog.GL-Zl 
Sb s sb 

= - f) = f^log.^=x. 




^(-V-V-aa/ 


p] ° s ’ 14 = +pi °%- 4^ 

-xV (xx-aa)±ab Ing ^(xx-na) 

a a 


Caput Undecimum. 

De rectificatione curvarum . 


R §. 108. 

atio aequalitatis limes eft rationis arcus cujusvis curvae ad chordam fuam 
(§. 47.). Hoc principio nititur reftificatio curvarum. 

Etenim fmt * & y abfciiTa axis & refla axi huic ordinatim applicata fub 
angulo re&o. Sit S arcus curvae: eft Um.AS : r^x* + = 1 : T 

* ""-S n. + £) = . = , 

f,u 

*i““ i - r ('+(£)'). 


Eadem 


Eadem aequatio differentiatis poteft etiam ex §. 49. obtineri. Quoniam eft 
^ = fin .PMT, eft = cokc.PJHT: fed cot PMT = (§. 49 .); proinde 

cofec .PMT= ni + (g) 3 ); hinc g = 

Quodfi autem angulus coordinatarum non eft rettus, ponatur hic angulus 
= <p; eritque eodem modo ~ =2 y"(i— 2^cof.<p-f 

Data igitur aequatione curvae reftificatio ejus ad calculum integralem re¬ 
ducitur. 

Exemplum 1. Sit pyy = * 3 , feu p^y = x*; erit ~ = ltt 4 P+ 9 x . un( j e 
i F 

S = C + sV ^ffi i. Sit 5=0, quando x = o; S = 3 y(W+9£)!_ Sp). 
Proinde parabolae, aequatione pyy = * 3 determinatae, re&ificatio abfolute ha¬ 
betur. 

Exemplum 2. Sit yy = aa-xx, feu y = T^(aa-xx) : hinc — = a 

_ • v,r .. r . .. d* Y'(aa-xx'\ ’ 

quae eft aequatio dmerentialis arcus circuli. Fit itaque 


AS = I+i .»+ L.L3 

dx «« S" 1 1.2 


t 1 1-7 

* 2 3 * 1.2.3 ' fl6 2 4 * I...4 


JC 5 

S = x+Z-l - + 

■* aci 


1 I -3 1 .J_ r -3-5 

_ 2 * ~ * ~5 * 4 ' - * * I . . * 


Sit*=fl=i; p = + r£-~-| 4. 

a II2 23 1-2-3 2 4 I...4 9 ^ 

Exemplum 3. Sit yy =* 4P*, y = 2 r>*, ^ = .^£ • ^ = ^i+£, q U2 e 

dx * d* * 

eft aequatio differentiatis arcus parabolae. Unde erit 
5 = x nw+yy) + 2 pl0g.^_^ ; ___. 

,, , c V(— -jcjc') 

Exmplum 4. Sit yy = -(«-«>, fj “ 7 ' FY^T P 0 fc° "=«*-**, 
quae eft aequatio differentialis arcus ellipfeos. Hanc formulam terminis numero 
finitis integrare, aut faltem ad arcus circulares aut ad logarithmos terminis 
finitis reducere, fruftra huc usque fuit tentatum. 




> 6 2 4 I...4 9 < 

+ 1 1-7 r 
+ ,Tr;-> 


Nume- 


x66 


Numerator — x.t^—a ^ in feriem convertatur; fit 

'* fC ''e a fla i 2 i.,2 ''a^ ''a' 2 i 1.2.3 '■a^ a) 


unde 4£, i (i-t.ll.™. ±-._L.(iy.(iY-±..±3_ee_y , x _y 

- y aa-x xV na aa 2 2 1.2 ^ a ' ' a ' 2 4 1.2.3 '‘a >/ ^a' " 


ee xx 
na aa 2 2 

Integratio uniuscujusque termini hujus feriei reducitur ad arcus circulares; 
& nominatim, fa&o x = a, quadrans perimetri ellipfeos reducitur ad quadran¬ 
tem circumferentiae circuli ferie regulari, quae fequitur. 

S = ap(i -i.x.if.JL, JL .3^.£l._L.ii .5&i ll._L J -3»5 7-» gg 

aa 2 2 1.2 4.2 a 4 2 3 1.2.3 6.4.2 2 4 I...4 8~.2 *a 8 * * * 

Quae feries promte convergit, fi exigua fuerit ellipfeos excentricitas e. 

Aquatio differentialis reftificationis ellipfeos poteft etiam paulo fimplicius 

Fig.29. obtineri, ut fequitur. Sint CA , CB dimidii axes ellipfeos. Centro C radio 

CA (v. gr.) defcribatur quadrans circumferentiae AND , cui CZ? occurrat in D . 

Tum angulo -rfCAT difto 2;, erit CP=afm.s, NP = acot.z, JHP=bcotz, 

d .CP , d.MP ur ,. 

— = acof.s, —-— = — bi\n.z: hinc 
dz ds 

^ = V'(aaco{. 2 Z‘\-bbfa\. z z') = —— fin. 2 .s) = -cof. 2 *) 

ds ' K aa bb J 

= ai x-xJ. . 1 ^ 5 .£! (in .s a 
2 n 2 1.2.3 a 2 4 1...4 a* 

Fatto a = 9° oritur eadem feries, quam prius obtinuimus. 

„ bb Y*xx-~ 

Exemplum 5. Sit yy = —fit = -._£1, pofito ee = bb+aa 

aa dx a y^ xx . aa 

quae eft aequatio differentialis arcus hyperbolae: numeratore in feriem converfo 
integratio ad logarithmos reducitur. 

Exemplum 6. Sit y — >^(2rx-**)4-rarc.fin.v.~, quae eft aequatio cycloidis 


vulgaris. 


d y _ 


dx Y^^rx-xx) YXirx-xx) Y(2rx-xx) 

Y *—» $ = Fafto x = 2r, 5 = 4r. 

dx x 


= r 


,2r-x 


Fit 


rt >7 


Exemplum 7. Sit y - ^(2 rx-xx) -f J?arc.fin.v.-, quae eft aequatio cycloi- 
dum protractarum aut contra&arum. 


Fit — = i?+rr+ 2 R(r - *) 

dx ^(rr-(r-jc) 2 ) 

ellipfeos methodo fequenti. 


Fiat r — * = 


AA-zz t 


Haec formula reducitur ad re&ificationem 


AA fi 

V"(RR+rr+-jfR- ^zz) 


fiat AA — 2Br; erit (* + O a - 

d* 7 ^( 4 i 5 r - ss) 

fiat B = R; erit ~ = 2 * ^ nc * e res a< * re ^^ cat ^ onem ellipfeos 

reducitur. (Ex. 4.) 

§. 109. Reftificatio curvarum ad focum aliquem relatarum eodem modo 
determinatur, aut etiam paulo aliter, ut fequitur. 

Sin. FMT = ( §. 49 - )i hinc = y cofec. FMT. Atqui 

cot ,FMT= I.fe; & proinde cokc.FMT=r'fi + JL.(QLY'); hinc 
y Ax yy Ax' J 

i?. W (J)'} 

Exemplum 1. Sit quae eft aequatio fpiralis logarithmicae. 


J x = rlog T ©*’ g=<)V( 1 + log.>i) ; 5 =,nr+log.^): unde 

etiam arcus fpiralis logarithmicae crefcunt in progreflione geometrica, dum an¬ 
guli crefcunt in progreflione arithmetica. 

Exemplum 2. Sit y = rfec. 2 ^*, quae eft aequatio parabolae conicae. Erit 

— = rfec.H*. S = r(fec. Ix tang. +log.(fec.i*+tang. 1 jc)) = 

dx 

r (fec-f-v tang. \x -f log. tang. 45 0 4*14 

Exemplum 3. Sit y = a ™~ c ' 0 [ x , qu* eft «quatio focalis elUpfeos conicae; 

Tx = (£col*y r{a * +2ae coU+e ° = ^ 1 • *" fm - 1 x) ' 

§• »<>• 


f'g* 5 - 


16 $ 


Fig. 30. 


§. 1 10. Quoniam ~ = r(i+ (&) s ); reftificatio cujusvis curvse expri- 
mi etiam poteft per feriem Bernoullianam. Plerumque autem exponentes diffe- 
rentiales altiorum ordinum, quibus haec feries conflaret, adeo fiunt complexi, 
ut redu&ionis hujus utilitas valde dubia fiat. 

Majoris momenti efi: obfervatio, quae curvae cujusvis re&ificationem ad 
quadraturam alterius curvae reducere docet. 

Sit nempe altera curva Mm fuper eodem axe defcripta, cujus fuperficies 
fit 5 ', & ordinatae y. Erit (§. 100.) ^ = V( t+(^)*)- Ergo fi 

fiat femper y'= erit g = a.g ; & proinde S‘=aS, fi S 6c 

s' evanefcant fimul fafto x == o. 

Natura autem alterius hujus curvae per priorem facilius determinatur 
modo fequente. 

Definitio. Sit curva ad aliquem axem relata per re&as ipfi perpendicula- 
riter ordinatim applicatas. Ad punftum aliquod hujus curvae ducatur refta 
ipfam tangens. Tum per idem punftum ducatur recla tangenti perpendicularis; 
quae axi (fi fieri pofiit) occurrat. Pars hujus perpendicularis, punftum inter 
contaftus & axem intercepta, dicitur normalis; & pars axis, normalem inter 
& redlam axi ex eodem puntto ordinatim applicatam comprehenfa, dicitur Jub- 

normalis . 

Sit nempe MN tangenti MT perpendicularis, & quae axi occurrat in N; 
linea MN dicitur normalis , & PN dicitur fibnormaUu 

111 ^ ngU '° reftangUl ° ™ N eft TP: pm = PM : PN; proinde 

PN = Hinc TN= + Atqui MN* — TN x PN; ergo 

ium = yy ( 1 + (^y^ t &cMW=yr (I + (^) 5 ). 

Quoniam autem M’P = / = a r( I + (di) 3 ); fit ,' = ,x* f eu 

JUTtf a * 1 uljc s y 

y ‘ pofterioris curvae ordinata efi: quarta proportionalis ordi¬ 

natae & normali prioris curvae, & alicui re&ae magnitudine datae. 

Exenj m 


Exempla. i°. Sityy= 2 px; MN=yV'(i 4- ^^(pp+yy); y=aX££*W. 
a : y'—y : Y^pp+yy; ™ • y'y' — yy : pp+yy- 

aa:y'y'-aa—yy : pp = 2px:pp=i2x : p; yy-aa (i + JLY 

2°. Sit ciyy ^ x 3 , 4 ^ = 3 ^: yy — ^ (4«+qx) = + *)• Quoniam 

dx 2 ay 

pofterior curva, nempe parabola conica, eft quadrabilis; prior curva eft rettifi- 
cabilis. (Vide §. 108. Ex. i.) 

§. m. Data expreflione arcus alicujus curvas per coordinatas, ejus deter¬ 
minari poteft ipfa curva (quantum permittit imperfefta calculi integralis con¬ 
ditio). 

Exemplum i. Quaeratur linea, cujus longitudo eft abfciflae proportionalis. 

Quoniam eft S = ~x, g = ?; atqui g = n. + g) 1 ); ergo 

r 4. fdy\2 _ mm M y\2__ mm-nn d y __ V % (nim-nr i) t _ r , Y*([mm-nn ) 

Mjt' m» ’ xU*' «» ’ dx n > y~ x ” * 

quae eft aequatio ad lineam reftam. 

Exemplum 2. Quaeritur curva, cujus arcus crefcit in ratione fubduplicata 
abfciftae. Eft ideo S = 2 Y' ax , ~ ^^ = 7 ^(i 4 - ( 4 ~)> hi nc 

a_ __ rdy 2 dy _ - x __ a-x __ _ Ja - x 

x * 1 ’ dx ~ ~x~ V'ax-xx 'Kax-xx ^ax-xx ’ 

y=i«xarc.fm.v.£ + r(a.v-^), quae eft aequatio cycloidis vulgaris. 


Caput Duodecimum. 

De capacitate folidonwi rotundorum . 

§. II2- 

j^it curva quaelibet ad axem aliquem relata per reftas axi huic perpendicula- 
riter (v. gr. a) applicatas. Sit etiam re&angulum datam habens bafim b & 

cujus 

a) Quaecunque dicentur de cafu, quo reftae axi ordinatim applicantur ad angulos reftos, 
facillime applicantur cafui, quo eaedem fub dato angulo obliquo axi occurrunt. 
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cujus altitudo mutabilis fit abfcifiae axis aequalis. Reftangulum & fpatium 
curvilineum eidem afcifiae refpondentia circa hujus axem fimul revolvantur. 
Dico: limitem rationis, quae inter mutationes fimultaneas cylindri a reftangulo, 
& folidi a fpatio curvilineo rotatione hac fimul genitorum intercedit, aequalem 
efie rationi duplicatae bafis reftanguli & ordinatae huic abfcifiae refpondentis. ' 
Fig.24. Sit SMP curva ad axem SP per reftas MP huic perpendiculariter applica¬ 
tas relata. Sit SA refta magnitudine data eidem axi perpendiculariter appli¬ 
cata. Sit SP abfcifia axis, cui refpondet ordinata MP; & compleatur reftan- 
gulum SARP , cujus altitudo crefcit ut abfcifia SP Spatium curvilineum SMP 
& reftangulum SARP circa axem SP fimul revolvantur. Dico, limitem ratio¬ 
nis mutationum fimultanearum cylindri a reftangulo SARP & folidi a curva 
SMP fimul genitorum aequalem efie rationi SA 2 : MP 2 . 

Sit PP' mutatio abfcifiae axis; & proinde mutationes fimultaneae cylindri 
& praedifti folidi fint folida rotatione reftanguli SRRP' & fpatii PMM\p' fimul 
genita. Curvae SMP infcribantur & circumfcribantur reftangula PMmP , Pm 'm'P. 
Solidum a fpatio PMM'P 1 genitum minus eft cylindro a reftangulo Pm'M'P' 
genito; majus autem cylindro fimul genito a reftangulo infcripto PMmP. At¬ 
qui hi duo cylindri aeque alti funt in ratione duplicata ordinatarum M'p\ MP\ 
& proinde imminuta altitudine PP' ratio aequalitatis limes eft rationis horum 
cylindrorum ( §. 14. ); tantoque magis ratio aequalitatis limes eft rationis al¬ 
terutrius horum cylindrorum ad folidum rotatione fpatii MPP'M' genitum. 
Quare folido a curva SMP genito difto S, fit 



lim. AS : cyl. PMmP 

= 

i : 

1 

Atqui cyl .PMmP' : cyl .PRX'? 


PM 2 : 

SA 2 

Quare 

lim. AS ' cyl .PRRP 

= 

PM 2 : 

SA * (§■ 14 ) 

feu 

lim.AS : 7 r.SA 2 .PP 

= 

PM 2 : 

SA 1 




tt.PPxPM 2 

: tt.PP.SA 2 ; 

unde 

lim. As 

= 

tt.PPyPM 2 


et 

lim.^ 

dx 

= 

tt.PM 2 


feu 

dS 




dx 

= 

tt.PM 2 = 7 T.yy. 


Obfer. 



Obferuatio- Eadem expreflio differentialis eodem modo obtinetur, fi fpa- Fig. 25 * 

tium curvilineum ABlM, duabus ordinatis AB, MP, abfciffa axis BP , & arcu 

^if/terminatum, circa axem SP revolvatur. 

A -rn x 2 " 1 _ A.S r>_ ni I 

Exemplum, i. Sit y = —; erit yy =* —- ^* “ ^+1 a*™-* * 

i°. Sit m numerus pofitivus; •& fit S= o, quando a’=o. erit Fig. 24 * 

^ i ,x 2ni "H — __i_ xyy. Proinde data parabola, cujus aequatio eft 

2IW+I 2»H"I 

y = ; paralioloides dimidio parabolae Tegmento circa axem revoluto genita 

eft ad cylindrum aeque altum fuper eadem bafi, in ratione data i : 2w+i. 

Scholium. Exemplo hoc continetur cafus, quo fpatium revolutum eft trian¬ 
gulum, fafto nempe tn =2 1. 

2°. Sit m numerus negativus, feu fit y£a4-x) m =£a m . Ergo —=~ m ; Fig. 25. 

5=0-1- — = C-K—-—-——- =2 C -f-—i—- y*/0* + *)• 

I - 2m I - 2tn (a-f-x)2m-i 1 - 2»» 

Sit 5=o, quando * = o, y=^; erit 5 = ^-(yy(H-x)- -^<abb-yy(a+x)). 

x o. Sit a*>i, feu »,>£. Tum 5 = -**(•+*>), feu folidum 

rotatione fpatii hyperbolici genitum proportionale eft differentiae cylin¬ 

drorum a reftangulis ABSD , itf/SQ genitorum. Quoniam autem y = 

vu = bbaZ ™ & yyftf-f*) = ■ —; nec ullus eft limes magnitudinis ab- 

yy (a+xy™ V (a-fx)2 m -1 

fciffae fl+jr: nullus eft limes parvitatis quantitatis feu cylindri 

yy(*+x). Hinc in formula 5 = ^(abb-yy^x)) foUdum 5 habet limitem 

magnitudinis, nempe lini. 5= -——abb. 

2°. Sit 2W<I. Tunc 5 = -Lj{yy(a+x) - abb) = -^(bba2n\(a+ x y~2m . abb) 

___ ±_ abb ( a + x y 2m . Quoniam autem nullus eft limes magnitudinis abfciffae 
“ ^ J v . v rpi, 
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x feu fl +x > nullus etiam lim es eft magnitudinis quantitatis abbQ+HY~ im ; & 
proinde, auftojf, nullus eft limes'magnitudinis folidi £ ° 

3 °. Sit 2» = i. Ex aequatione 5 = ~—(_bba-abb') nihii deduci poteft prae- 

aequalitatem cylindrorum ABSU, JUPSQ. Aquatio differentialis d f = bha 

nos monet, hunc cafum ad logarithmos reduci. (§. 62.) ^ ° + * 

Scholium. Cafu, quo 2»>i, & proinde S= —L. (abb - hba2 '” X f umta 

2 m -1 \ (a-kv)2m-i J ’ 

* ex ahera parte ordinatae AB, fit S= _ T _ (abb _ bbalm \ 

VII-1\ (a-xpm-lj 

^r-i nbl, (. l — (~) ) = — Quoniam 

autem nullus eft limes parvitatis differentiae a-x, nullus etiam limes eft ma¬ 
gnitudinis quantitatis (JL ) 2 \ & proinde nullus eft limes magnitudinis fo- 
lidi 5 . Quoniam autem y = fafto fieret t/ _ J£_ _ b_. mAe 

(Cap. IX.) impoftibile eft, ut fit * = a: & in aequatione ° 

* = ~ fi t -_ A . 

2>n-i v o m ~i / ’ 

quo rurfus monemur, impoftibile effe, aftignare folidum, etiam nunc fittum, 
«patio etiamnum fifto abfciffae BS refpondens. 

Cum omnia ratiocinia, expreftioni S = _ __L -abb(^L_-A ad varios 

infinitorum ordines illuftrandnc -a « 2m ~ I ° 2m_I y 
,. , . " d0s fu P errtrufta > contradictoria nitantur fuppofi- 

tione, poffe fieri x = a,- confequentias inde duftas labi neceffe eft. 

Idem dicatur de altero cafu, quo 2« < 1, & proinde S=j~abb((~'F^ J; 
unde fub contradiftoria fuppofitione y=o=b . o, fit 5 = —~abb (1 

^ I -2m \>oJ V* 

ftcinu» ^ S u::T^“ , r:,3 , i:“ , “ r ° li,lor ' ,m 

Bafi figurae genitricis in partes quotcunque aequales divifa, curvae inferi- 

bantur 
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bantur & circumfcribantur reclangula, quorum reliqua latera fint axi revolu¬ 
tionis parallela. Reftangula haec gyratione fua circa axem gignent annulos 
cylindricos, folido infcriptos & circumfcriptos. Solidum rotatione curvae geni¬ 
tum majus eft fumma annulorum cylindricorum reftangulis infcriptis genito¬ 
rum; minus vero fumma annulorum cylindricorum rettangulis circumfcriptis 
genitorum: fed idem folidum limes eft tam prioris fummae crefcentis, quam 
pofterioris fummae decrefcentis. 

Sit SMAB fegmentum curvae, quod rotatione circa axem SB bafi AB per- Fig.4. 
pendicularem gignit aliquod folidum ; & fegmento huic circumfcribatur reftan- 
gulum SBAD, quod fua circa eundem axem rotatione gignet cylindrum folido 
circumfcriptum. Dividatur AB in partes quotcunque aequales: fit RR' una 
harum partium. Ducantur RM, R'm' ipft AB perpendiculares, qux curvae in 
M , M' occurrant, & ipft SD in P , P; ducantur Alni, M'm ipft AB paral¬ 
lelae, quae rettis M'R', AIR -in m &t*n' refpective occurrant. 

Annuli cylindrici, gyratione rettangulorum RM\ R'A 1 , Rp' geniti, funt in¬ 
ter fe refpeftive uti ipfa reftangula RM\ R'AI , RP; feu uti lineae M'R\ AIR , 

RP. Solidum rotatione curvae SAI A genitum dicatur S, & cylindrus rotatione 
re&anguli ABSD genitus dicatur C, ac mutationes fimultaneae horum folidorum 

dicantur AS, &C; erit AS : AC Sed prima ratio poteft fieri mil ] or 

major 

quacunque ratione propofita, quae fit ratione jj^.; £jf. Proinde (§. i.) 

lim.AS' : AC = RM : SB. 

Atqui A C : C = BR)RR ; BA 2 \ proinde 

lim.AC : C = iBR.RR' : BA 2 ; hinc 

lim.A S : C = 2BR.RR.RM : SB . BA 2 

= 27 T. BR. RR\ RA 1 : SB-BA 2 .tt 

Fafto igitur BR = *, RR' — Ax, RM = tj , 

eft lim.^: vn.xy = C : SB.BA\v 

Ax 

= i : 1: 

Y 3 


unde 
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J C 

unde =- = 27 rxy; quae igitur eft aequatio differentialis folidi, fpatio SMAB 
dx 

circa axem SB rotato geniti. 


Exemplum i. Figura .S^Z? fit triangulum re&ilineum. Sit AB=b: erit 
SB = btang.A, y = (£—x)tang./f, = 27 rx(b— -x)tang.^, 

5 = C+7r(bxx —|x 3 )tang.^. Solidum autem evanefcit, quando * = o; ergo 
C=o, S = '7rxKax\g.A(bx — ^xx^—SB^bx — ^xx^tt. Sit x=.b\ fit S—^n.SB.BA 1 
(uti notum). 

Exemplum 2. Figura SMAB fit quadrans circuli, cujus centrum B> & radii 
BS, BA—r; erit y=Y'(rr —jcjc), ^ = 2 irxY^ljr — xx ), S = 7 r(C —§ (rr —xjc) 0 * 

Sit x = o; fit S — 7 t{C —|r 3 ): proinde C = §r 3 , & S= 7 r(fr 3 — §Qr. — xx'p). 
Sit * = r; tum S= jr 5 . 7 r (uti notum). 


Fit y = 


Exemplum 3. Figura SMAB fit parabola conica, circa axem SB rotata. 
bb-xx dS Sbbx-x3\ c Sfebbxx- ±x*)\ bbxx-^x 4 

/=-, m- = 2 7r( - — S = 27r(^ -*-')= - 1—7T. 

p dx \ p s \ j> s p 


Sit j t=^b, erit<S = 7 r.i— = §SZ? .AB 2 . 7 t. 


§. 114. Quoniam paraboloidum & hyperboloidum cubaturae magni funt in 
determinanda folidorum rotundorum capacitate momenti; easdem paulo aliter 
explicare e re efie cenfeo. 

Sit SMM P dimidium fegmentum parabolae, cujus aequatio eft y m + n =za m x n . 
Per verticem S ducatur tangens sa. Segmento SMP & fpatio exteriori ASM 
infcribantur V. gr. reftangula MPPm , JHQQV»'. Spatio SPm'(^ circa axem SP 
revoluto, re&angulum MMPm gignit cylindrum fegmento paraboloidico infcri- 
ptum; & reftangulum gignit annulum* cylindricum folido, quod rota¬ 

tione fpatii exterioris SM'(£ gignitur, infcriptum. 

Atqui ratio cylindri MPPm ad annulum MQQ'm eadem eft, quae folido¬ 
rum Mm x MP 2 , MtnxQMtiMPXMm'); & proinde limes rationis cylindri 
MPPm & annuli MOQ l m aequalis eft limiti rationis folidorum Mm x MP % 
& M>n'xMQ( 2 MP + Mm"). 


Sed 
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Sed lim. MP : = 1:2 

lim. Mm : Mm = PT : MP (§.40.) 

MP : pM = MP : SP 

Ergo lim. MP 2 XMm : Mm' pM(2MP+M/»') = PP : 2SP (§. 14.) 

= m+n : 2» (§. 42.) 

Proinde lim. cyl. MPP m : ann. cyl. iffQQ wi =3 w-H* : 2«* Proinde etiam 
(§. 15.) limes rationis fummae omnium cylindrorum paraboloidi infcriptorum, 
ad fummam omnium annulorum cylindricorum folido exteriori MSQ infcripto- 
r um, aequalis eft eidem rationi conflanti m 4- n : 2». Unde etiam (§. 4.) 
ratio limitum harum fummarum, nempe ratio paraboloidis SMP ad folidum ex¬ 
terius SQM, aequalis eft eidem rationi datae. Hinc paraboloides SMP eft ad 
cylindrum SPMQ, uti m+n ad »1+3». 

2°. Spatium hyperbolicum ABPM, cujus aequatio eft y m (a+x)* = b™a n, i ‘ , S- 2 5 - 
circa afymptotum SP revolvatur. Circumfcribantur v. gr. rettangula MPP'm , 
f»pp'M'. Cylindrus reftangulo MPP»w, & annulus cylindricus rettangulo 
mQQM' geniti, funt inter fe uti folida PP'xMP a , MX2MP— Mm). 

Proinde limes rationis cylindri hujus & annuli cylindrici aequalis eft limiti ra¬ 
tionis horum folidorum. 

Atqui lim. MP : 2MT—M'™ =1:2 

lim. PP' : M'm =2 PT : MP (§. 40.) 

lim. MP : m'q' = MP : Mp ( =SP ) 

Ergo lim.ik/P 2 . PP' : = PT : 2*SP (§. 14.) 

=3 w : 2 n (§. 4 2 *) 

Hinc lim.cyl.MPPw: ann.cyl.wppV = » : 2ff - 

Proinde etiam ratio fummae omnium cylindrorum, folido rotatione fpatii 
AMPB genito circumfcriptorum, ad fummam omnium annulorum cylindrico¬ 
rum, folido rotatione fpatii AMQD genito circumfcriptorum, aequalis eft eidem 
rationi conftanti m : 2»: & proinde folida, quae limites funt harum fummarum, 

& quae gignuntur rotatione fpatiorum AMPB , AMQD , funt in eadem ratione 
data w : 2» (§. 4 ) 


i°. Sit 
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i°. Sit m>2». Erit etiam io\.AMPB> M.AMQD,&to\.AMPR-M.jiaQP 

“ cyl. — cyl, A BSD, proinde fol .AMBP : cyl.;j£i$Q_ cyL^rflSD = 

tn : tn — 2 ». 

2 0 . Sit fw<2/i: erit fol./£ITQ£> > M.AMPB, & ^AMQD—foX.AMPB = 
tyljlBSD— cyl.JJf/SQ; proinde tolAMPB : cyL^flSD—cyl.JlfflSQ = w; 2W _ W . 

3°. Sit w=2w. Nihil ulterius inde concludi poteft, nili quod folida AMPB 
AMQD fint inter fe aequalia; & proinde etiam cylindri MPSQ, ABSD fint in¬ 
ter fe aequales. 

S- 115. Curva generatrix folidi referatur ad focum aliquem per radios 
veftores ad hunc focum duftos, & per angulos, quos radii veftores cum refta 
politione data comprehendunt. Capacitas folidi determinabitur modo fe- 
quenti. 

F»g«26. Sit $MM curva ad focum F relata per radios veftores FM, FM', & an¬ 

gulos SFM, SFM', quos radii vectores cum refta FS pofitione data compre¬ 
hendunt. Centro F radio FS (pro unitate fumto) defcribatur circulus, qui ra¬ 
diis ve&oribus FM, FM' in punftis X, X' occurrat. Tum centro .Fradiis FM, 
FM' defcriptis arcubus Mm, JU'm\ infcribantur & circumfcribantur curvae fefto- 
res circulares MFm, M'Fm . Solida feftoribus his circa axem revolutis ge¬ 
nita funt inter fe in ratione triplicata radiorum FM, FM'. Sed ratio aequalitatis 
limes e It rationis horum radiorum: proinde & ratio aequalitatis limes effc ratio- 
nis folidorum ab his feftoribus genitorum <§. 4.); tantoque magis ratio aequa¬ 
litatis limes eft rationis alterutrius horum folidorum ad folidum rotatione fefto- 
ris curvae MFM ' genitum. 

Sit Fm = y , FM' = y, FS = r, angulus SFX = x, XFX'=Ax. No- 
tum eft, folidi rotatione feftoris circularis XFX' geniti expreflionem efle 
\ 7 > r J (coi.* 1 — cof. *) = |wr 3 Acof.x. Sit S folidum feftore curvae SFM genitum ; 
eft lim. fol.MFM' : fol. MFm = 1 

io\.Mp m : fol .XFX 1 = yS 

hinc lim.fol: MPjif . fol.JVfJV' — yz 

feu lim. CzS : fw^Acof.* = y 3 

Atqui 


r 3 

-■ 3 (§- 14 -) 

r3 
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Atqui 

Ergo 

et 


lim. Acof..x; 
lim.Ac^ 


r A <S 
lim. — 

Ajc 


Ajc 

-§ 7 rr 3 A* 

-|7rr 3 


proinde lim. 


s= fm..v : i (§.76.) 
= # 3 ftn.* ; r 3 

= y 3 {\n.x : r 3 

= |wy 3 firuAr; %7rr 3 ; 

= f*»^ 3 rin.x 


f eu _ -%7ry l hn,x> quae eft aequatio differentialis 

folidi propofiti. 

Exempla. i°. Sit y quantitas data =r: ~ = f'zrr 3 fm..v, S~C— §7rr 3 cof.*, 
Sit <S = o, quando * = o: C= §7rr 3 , <S = f*r 3 (i — cof.*) = Jtjt 3 fm. a J*. 
Sit jc-= 180 0 : S = £*»r 3 . 

2 °. Sit y = «fec.* (quae eft aquatio ad lineam redam): 

= f7ra 3 cfec. 3 *fin.* = §wa 8 (fec. a Jftang.*), «S = f^a 3 <C+-Jfec. a *). Sit 
d* 

S — o, quando x = o: C=—<S = l^^tang. 2 *. 

3 0 . Sit y = afec. 2 Jx (quae eft aequatio parabolae conicae): 

. 45 „ *wa 3 fec .0 fiu.* = |OT 3 fec.tang.- 4 *, .S=|Wn 3 (CH-ifec. 4 i*)- Sit 5 =o, 
quando * = o: C--*, 5 = l«3(fcc. 4 ^-x) = 5>^ 3 (fec. = i^+O(fec.-|x-i) 

= ! 7 r« 3 ((|+i)(^— 0) = °) = >(»-'«O- 


M 


4 °. Sit y — a+ecoTx (quae eft aequatio ellipfeos conicae): 

— = f-rf f - r rfin^Y <S = |tt(C+ — b * \ Sit <S = o. quand* 
d* 3 ^(u-f-r cof.*) 3 ✓ 3 ^ *(<i*t-*cof.Jc)~./ 

’ 3 ^Cc(oq-ecoi.J:) 3 t « * > 


a- = o: C = - 


*(<*+*) 2 


i^Kyy-^O 2 ) 

" ^ p- - 


§. ii 6. Series Bernoulliana applicari etiam poteft determinationi capaci¬ 
tatis folidorum rotundorum. 


dS 


i°. Quoniam eft (§. 112.) fit per §.36. 


S = 7T 


i?8 

«S = 71 (xyy 


- # 

1.2 dx 


_ j. ^-(»^+ 3 ^.^ 

I.2.V d* 3 d d* dx 


'0 


+ * 5 (7 d4 »+4 d y d 3 y + 3( 

1.2...5 ^d* 4 ^d* d* 3 3 ' 

_ j.-iLcvdfV + sdy.d^ + ^ddi/.d!!^ 

t „ AWrl*-5 \lv-4 ^ l0 AZT 2 J 


Quae feries, utut regularis, non femper eft calculo omnium promtifiimo accom¬ 
modata ; imo & non abrumpitur quibusdam etiam cafibus, quibus alia via ca¬ 
pacitas folidi terminis numero finitis exprimi poteft. 


3°. Quoniam eft (§. 113.) d£ = 27rxlJ . er i^(§. 36.) 

5 = 2 ^(l- X xy--^-. A ±+^- A Ay^ J[idfy _*• d>_ , 

V1.2 J 1.2.3 d* 1...4 dx 2 1...5 dx* ^ 1...6 d* 4 

Cylindrorum folido rotundo tam infcriptorum quam circumfcriptorum 
iummae eodem modo determinari poflunt, quo rettangulorum fpatio curvilineo 
infcriptorum & circumfcriptorum fumm* §. 103. determinatae fuerunt. 


§. 117. Solidorum rotundorum cubatura reduci poteft ad reftificationem 
circuli & ad quadraturam alterius curvae. 

d»? 

Etenim quoniam eft (§. 112.) ^ = Tryy; fi defcribatur fuper eodem axe, 
& iisdem axis abfciflis, altera curva, cujus ordinatae y fint quadratis ordinata¬ 
rum curvae genitricis proportionales; ita ut ay =:yy: erit — = & 

dS’_ . .. dx 

— - y , laeoque capacitas prioris folidi erit areae pofterioris curvae propor¬ 
tionalis. 

porro quoniam eft (§ . I13 .) g = ^ fi fiat femper capaci 

ta 
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( 15 * i 

tas folidi erit areae curvae, cujus aequatio differentiatis eft — = y proportio¬ 
nalis. 

§. ii8 - Data expreflione capacitatis alicujus folidi rotundi per reftas axi 
ordinatim applicatas, determinari poteft natura curvae genitricis. 

j r* 

Exempla. i°. Sit S=>7ranx; ideoque _ = hinc yy-aa, y = a; pro¬ 
inde bafis eft conftans, & folidum propofitum eft cylindrus reftus. 

. . d S, . x*"~i 

2°. Sit J : hinc ’* 

3 °. Sit S=7t m -xy r . = 4 - ”yy+ 27 rxy ^; yy = ^yy+ 2 xy d ^; 

y = -y+2X^; 2x%L = — .y; y m = CM-u»-». 

3 n &x CLX n 

Caput decimum tertium. 

De fuperficiebus folidorum rotundorum . 

§• H9- 

F inea curva quaecunque circa axem aliquem rotata generet fuperfieiem cur¬ 
vam. Dico: rationem aequalitatis limitem effe fuperficierum a chorda & ab 
arcu curvae fimul genitarum. 

Sit SMM' curva, quae circa axem SP rotata fuperfieiem curvam generat. p ig 
Dico: rationem aequalitatis limitem efte rationis fuperficierum a chorda MM & 
ab arcu MZM fimul genitarum. 

Per M & ^ aftae concipiantur reftae Mm & mV axi SP parallelae & ar¬ 
cui MM' aequales, quae fimul cum curva rotatae fuperficies curvas cylindricas 
gignent. Quoniam fingulae partes reftae Mm axi SP parallelae minus ab hoc 
axe diftant, quam pars quaelibet arcus MZM.'; fuperficies a refta Mm genita 
minor eft fuperficie ab arcu MZM' fimul genita: cont.ia quoniam fingulae par¬ 
tes refta e Mm' magis diftant ab axe, quam pars quaelibet arcus MZM; fuper¬ 
ficies a refta M V genita major eft fuperficie ab MZM' fimul genita. Atqui 
fuperficies cylindricae rotatione reftarum Mm, Mm' genitae funt inter fe uti or- 

Z 2 dinatae 
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dinatae MP, M P ; & proinde ratio aequalitatis limes eft rationis harum fuperfi- 
cierum; & a fortiori ratio aequalitatis limes eft rationis alterutrius harum fuper- 
ficierum ad fuperficiem rotatione arcus genitam. 

Scilicet arcu MZM' pofito = As, & fuperficie ab eo genita = A S; eft 
lim. AS : 2ir .yAz = i : i.. 

Superficies rotatione chordae & rectae Mm genitae funt inter fe uti reftan- 


gula 7^(Ax 2 +A^ a ) 2y + Ay & y&z. 


Atqui 

Mm.Y' (kx 2 + Ay 2 ) az == i r i 

(§• 47 -) 


r y = i : i 

2 


ergo 

lim.^(A**-f .y£ z = l . ! 

(§• M) 

Sed 

lim.yAs t AS — i : 2-v 


ergo 

\m.r'(bx 2 +hy*). v,+l * v : AS = i : nt 

2 

(§• !4r) 

feu 

lim.r(i + A » 5 ) Atia : t „ 

Ax 2y 2 Ax 


feu 

liin.£?= 37rlim.r(i+^Iy 2 S'+^ ; „ 
dx 2 



et proinde ^ 2-nyV ''quae eft aequatio difierentialis fuperfi- 

ciei rotatione curvae genitae. 

i°. Arcus MZM' totus fit concavus verius axem rotationis SP. Quoniam 
arcus major eft chorda; & partes arcus inter rectas quaslibet axi ordinatim ap¬ 
plicatas ab axe rotationis magis diftant, quam ab eodem axe diftant partes 
chordae ordinatis iisdem interjacentes : duplici hoc. refpe&u fuperficies rotatione 
arcus genita major eft fuperficie, quae rotatione chordae gignitur. 

2°. Quodfi autem arcus eft verfus axem rotationis convexus;. generarim 
de aequalitate aut inaequalitate fuperficierum ab arcu & chorda fimul genita¬ 
rum ftatui nihil poteft. Nempe quatenus partes arcus duas inter quaslibet axi 
ordinatim applicatas contentae huic viciniores funt, quam partes chordae ordi¬ 
natis iisdem interjacentes; fuperficies arcu genita minor fit fuperficie a chorda 
genita. dum ex altera parte ob arcum chorda majorem prior, fuperficies major 

eft 




eft pofteriore. Quare hoc caiu aequatio differentiatis =27ryK(i4-Qip 2 ^ 
limitum notione, prouti §. 13. fuit extenfa, nititur. 

§. 120.. Exemplum 1. Sit yy~rr—xx : ^ • 

— = 27rr, S = 27rrx. Nempe fuperficies fphaericae inter duo plana fibi invi¬ 
da 

eem parallela comprehenfae funt inter fe uti diftantiae horum planorum. 
Exemplum 2. Sit y — x tang. <p ( quae efb aequatio lineae recfae ): 

— = 27 tx tang.cp fec.<p, *S = nxx tang.tp fec.<p = 7 rxy fec.<p. 
dx 

Exemplum 3. Sit yy = 2px (quae eft aequatio parabolae): ^ = 2 n Vtyp+yy) 

=r 27 T^ (pp -f- 2px}, S = 2tt(C+ Sit<S = o, quando jc =o: 

C=-ipp, C= 27 rf 1 -(p JJ + 2 px)l-ipp) = 

Exemplum 4. Sit yy = ~(aa-xx).. 

i°. Sit 6 = a: 27 ra (quae eft aequatio differentialis fuperficiei fphaericae). 

CU 

2 ®. Sit 6<a, feu ellipfis gyretur circa axem transverfum; fit aa — bb—ee ; 

d* fla y V * aa aa aa aa'J 

S = o, quando x == o : C = o. Sit x — a:. «S• — 71 ~~ (arc.ftn. —f-) 

u e a. aa' 

= 7r (bb -f- f^arcVfin.-^.- 

Obfervatio. Arc.fra.i = are.tang:i = 1—J-p-f \ -p— h£+-■ ■ (5-79-) 


TT . aab r e 
Hinc —arc;fm— 


- e4 — ■—' 

i Ll. 6 L 6 * ■ 


Proinde facto « = o, 6 1 = 7i(^bb J t-aa,') = zbbn , juxta Ex. i. 

3°. Ellipfis gyretur circa axem fecundum; unde yy — ™(bb-xx): 

^=2 n.^X^+x*), eu jus integratio reducitur ad aream hyperbolae 
dx bb ee 

nicae feu ad logarithmos. Scilicet 


S = TT 


s.,.., qo> „ d .^ 


T~ 

^-,.g(,xS + %.T + ‘ 

bb ' “ ~bT 

e _ 

= 7T («i+-“log.ftf) = w ( aa + ~log.-L) = t (an+f^log. rfitf). 

O^io. log.TT^L = |+i~ } + |~+ . . . . (§.6x0 

hinc ^^-^.^4..:..) 

proinde fafro e = o, s = 7 r(aa-\-ab) = 27raa, juxta Ex. i. 

Superficies hyperboloidum, rotatione hyperbolae circa alterutrum axem genitae, 
eodem modo determinantur. 

Exemplum 5. Sit #(«+*) = ab, feu hyperbola conica gyretur circa afym- 
ptotum. g-«^(i+ ( ^): unde fafto * = o, quando o; 

«S = 9T. ab (V(r-f b JL')__y'( l + aabb y i ^ 1/wr ^((aa+bb^—a • 

+ lQg y((^J^ * 

aa ' a 

Exemplum 6. Sit y = ^ 0 *-**) 4- arc.fin.v.-f, quae eft aequatio cycloidis 
vulgaris. Fit ^ = 2?r(r(2r(2r-*) + r ^ arc.fin.v. : 

unde 5 = 27 r(C~f( 2 r-*)r 2 r( 2 r-*) + 4^r(2r-x)+ 2 rr2rxarc.fin.v.^). 

Sit 5 =o, quando *=o: C=-^rr. Sit* = 2r: S = 8 *rr(*_4). ' 

^ df/ ^ UOniam djr = + (^) & normalis exprefllo eft 

^ ^ V d.v^ iio ^ : quadratura fuperficiei folidorum rotundorum pendet 
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ab normali curv» genitricis. Scilicet fu per axe curv* genitricis defcribatur 
curva talis, ut reftae axi ordinatim applicatae squales lint (aut proportionales) 
normalibus curvs genitricis iisdem abfcilTis refpondentibus. Superficies folidi 
rotatione piioris curvae geniti proportionalis erit areae curvae pofterioris. Ra¬ 
tio autem harum fuperficierum ea eft, quae circumferentiae circuli & radii. 


Scholiunt. Seriei Bernoullianae ad determinandas folidorum rotundorum fu- 
peificies applicandae non immoror; quoniam exponentes differentiales ordinum 

fuccefiivorum quantitatis yr(i + ( g) a ) adeo fiunt compofiti, ut nulla inde 
utilitas duci poflit. 

§. 122. Ratio differentialis fuperficierum, a curvis ad punftum datum re¬ 
latis genitarum, eodem modo poteft determinari. Sit nempe angulus SFM=z, 
& radius veftor eft g = 2wrfm.*^(rr+(g) s ). Exercitii caufa often- 

dere fufficiat, quomodo ratio haec differentialis ex priore deducatur. Eft ideo 

y = rftn. z ; igitur = ~fin.3-f rcof.z 
ds cte 

x =3 rcof.s ^ = ^r-cof.s—rfin.« 



Atqui 

ergo g = 2-fin.ag^(rr + (g)‘) 

et |=^nrr+(g) s > 


Fig, 2 6, 


Ex em* 
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Exemplum i. Sit r datae magnitudinis* = 27rrrfm. 3 , 

S = 2?rrr (C- cof. z). Sit S = o, quando 2 = o: C = 1, £= awr r( i—cof.s) 
= 4 , TrrfIn. , Js. 

Exemphm 2. Sit r = afec.s (quae eft aequatio linea* rete): 

~ = afec.stang.a, |j— = iimfcc.zfia.z ^(aflfec.. 5 s+fl«fec. s ataiig.*a) = 
27 raatang.sfec. 2 .s, .S = ^«(C-ffec. 2 ^). Sit 5 = o, quando s = o: C= —i- 

5 = TTflfltang. 3 ^. 

Exemplum 3. Sit r = jpfec. 8 J* (quae eft aequatio focalis paraboke): 

^ = p fec. 2 Lz tangas, ~ = qx-pp fec.4stang.J3, 5 = C 4 *-|^.fec . 3 |5 
= | 7 r*Pp(C T +- fec. 3 J* 0 * Sit 5 = 0, quando 2: == o: C= — 1, 

«S= \tt. pp(fec.* \z— i) = f K-PP^jj ') 2 —^ = f tt. (rY'pr- — pp ). 

§. 123. Quemadmodum fuperficies folidorum rotundorum aequatione curvae 
genitricis determinatur: ita viciftim, expreftione fuperficiei folidorum rotundo¬ 
rum data, erui poteft aequatio curvae genitricis; uti paucis exemplis oftendam. 
Exemplum 1. Superficies folidi crefcat uti abfcifta axis. 

Fit ideo S — 27 rrx t & = awr = 2<rty 1 4-( r ^ / V; hinc i 4 -( , ^ > ) 5 = ^ 

dx M*' \\x y yy 

^)J rr^y dx _ - . x ~C—Y'(rr—yy‘), quae eft aequatio circuli. 

djc d^ V {rr-yy) 

Exemplum 2. Superficies crefcat in ratione duplicata abfciftae axis. Eft ideo 

=*-»n.+©‘> 

Huic aequationi latisfacit (in cafu particulari) linea refta, quando nempe 

— eft ratio conftans, unde & ratio x : y eft conftans. 
dx 

Exemplum 3. Curva referatur ad aliquem focum, & fuperficies crefcat in 
ratione radii vecloris. Eft ideo 

S= 27 ra r ; ^ = 27 ra~ = 27rrfin.3^'(rr-f (lr) 2 \; uilde 
d z dz S 

“£ = Hin * *»''("• +(■£)*). 
d r rrfin.s 

dz ~~ Y\M- r ‘l injSj* cu ^ us aquationis integrationem me exhibere non pofte 
fateor* Caput 
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Caput decimum quartum. 

De regula Guldini dicta . 

§• 124. 

J^e&a magnitudine data circa axem quemcunque in eodem plano fitum re¬ 
volvatur. Superficies cylindrica vel conica, rotatione re&ae hujus genita, 
aequalis eft re&angulo fub hac linea & fub circumferentia a pun&o lineae hujus 
medio deferipta. Proinde fuperficies, a re&a magnitudine data circa varios 
axes revoluta genitae, proportionales funt diftantiis pun&i ejus medii ab axe 
revolutionis. 

Pariter cylindrus vel annulus cylindricus, a re&angulo circa unum ipfius 
latus, vel circa re&am uni ex lateribus ejus parallelam revoluto genitus, aequa¬ 
lis eft prismati, cujus balis eft ipfum reftangulum, & cujus altitudo aequalis 
eft circumferentiae, quam centrum figurae reftanguli hac revolutione percurrit 
feu generat. Solida igitur ab eodem re&angulo, circa varios axes uni laterum 
ejus parallelos revoluto, genita proportionalia funt diftantiis centri hujus re- 
ftanguli ab axe revolutionis. 

His exemplis (omnium fimplicifiimis) praemifiis, facile intelligitur, quid fibi 
velit regula capite hoc explicanda. Scilicet lineae vel fuperficies quaecunque 
tam fpecie quam magnitudine datae circa axem aliqueni revolvantur: fuperfi¬ 
cies vel folida, rotatione hac genita, funt int*er fe in ratione compofita ex ra¬ 
tionibus magnitudinum atque circumferentiarum a pun&o quodam, cujus fitum 
magnitudo genitrix determinat, defcriptarum. 

Cum regula haec determinationem capacitatis & fuperficiei folidorum ro¬ 
tundorum (de qua duobus poftremis capitibus a&um fuit) admodum juvet; 
e re efie cenfeo, fundamenta ejus hoc loco exponere. 

§. 125. Lemma. Sint quotlibet punfta in eodem plano pofitione data, & 
fint totidem reftae magnitudine datae. Ex omnibus pun&is datis demittantur 
Iu re&am quamlibet in eodem plano fitam re&ae perpendiculares. Sumatur 
fumma re&angulorum fa&orum ex his perpendiculis & ex lineis magnitudine 
datis refpe&ive. Dico: dari in eodem plano pun&um, ex quo fi in eandem 

A* a re&am 


ig6 


Fig.32. 


Fig* 33 * 


reftam demittatur perpendiculum, reftangulum, fub hoc perpendiculo & fub 
fumma reftarum magnitudine datarum contentum, aquale fit fummae priorum 
reftangulorum. 

Exemplum primum. Sint duo punfta A, B, a quibus i n reftam quamcun- 
que A'B' demittantur perpendicula AJ , BB'. Sint etiam dua? reft<e a, b ma¬ 
gnitudine datae. Refta AB in punfto Z ita fecetur, ut fit AZxa = BZxb’ & 
a punfto Z in reftam A B' demittatur perpendiculum ZT- Dico: fore 
AA'xa+BB'xb = ZT(a + b). 

Conftr. Per Z agatur refta ab ipfi A'B' parallela, quae reftis AA\ BB' in 
a & b occurrat. 

Dem • Propter fimilia triangula AZa , BZb efi: Aa : Bb =* AZ • BZ = b • a- 
hinc a{Zr A A') = b(BB' ZT); proinde ZT(a+b) = « X AA'+b x BB'. ’ 

Exemplum fecundum. Sint tria punfta A, B y C politione data, & tres reftae 
a, b,c magnitudine data?; & fint AA\ BB\ CC' perpendicula in reftam quam- 
cunque demifla. 

Punfto Z refpeftu punftorum A , B ita determinato, ut fit ZT(a-\-b ) = 
AA'xa+BB'xb; determinetur punftum Z' refpetfu punftorum Z, C, ita ut 
Z'T'(a+b+c) =5 zr(a+b )-f CC* X *: erit £'r'(a+Hf) =s^'xa-l- 55 'xHCC'xr. 

Exemplum tertium. Sint quatuor punfta A, B , C, £> politione data, & qua - 
tuor lineae a, b , r, rf magnitudine datae. 

Determinetur punftum 2' refpeftu punftorum A. B, C (juxta exemplum 
fecundum); tum determinetur punftum 2* refpeftu punftorum Z\ D, fic ut 
Z"r\a+b+e+d) = Z , r\a +b+c) + DD ‘ xd . erit ZT'(a+b+c+d) = ’ 
AA'xa+BB'xb + CC Xe + DD'xd. 

Ex his exemplis patet methodus generalis procedendi ac demonftrandi. 
Propofitione nimirum evifta pro punftis quotlibet » pofitione datis, & pro toti- 
dem reftis magnitudine datis; eadem etiam vera efle demonftratur, fi tam pun¬ 
ftorum quam reftarum numerus unitate augeatur. Cum igitur vera fit propo- 
fitio de paucis punftis & reftis,2, 3, 4 . . . ea etiam vera efi: pro quinque 
pun is. inde pro fex, & fic deinceps. Ideo femper determinari poteftpunftum 
2 tale, ut fit ^^•+bXMB' + ex CC ‘+....,xEL l =ZZ‘( a + 6 ++e+....+l). 

Scholiuttt, 
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Scholimu Quoniam punfti Z in plano politione dato litus determinatur per¬ 
pendiculis, qure in duas reftas politione datas, fe mutuo fecantes, ab eo du¬ 
cuntur; demonftrandum cfb: quod, ii praecedens propolitio locum habeat pro ejus¬ 
modi duabus reftis, eadem quoque valeat pro alia quacunque refta. 

Et primo quidem praedicta aequatione locum habente pro refta qualibet 
pofitione data, eadem valet pro quavis refta priori parallela; cum utrumque 
aequationis prioris membrum ita augeatur vel minuatur reftangulo fub diftan- 
tia duarum parallelarum & fub fumma a-M-f c+d+ ...+/• 

2°. Sint dure reftre SN , SN' fibi invicem perpendiculares; & demonftra- 
tum fuerit duas aequationes fequentes locum habere: 
a X A A -\-bxBB-\-cX CC' Hb . . . IxLL' = ZZ'(a+b+c+d+ . . . /) 
aXSAf+bxSJB' +cXSC' + . . . /XSZ' = SZ'(a+b + c±d+ 

Ducatur per S refta qurevis SN", in quam demittantur perpendicula A A*, 
BB", CC\ UD" .. . LL", ZZ"; dico, fore etiam a x AA"+ b x BB"-\- c x CC"-f... 

txLL n —ZZ"(a+b-^-c+. . . + l). 

Etenim quam facillime demonflratur ( five immediate, five ex primis tri- 
gonometriae planae principiis de finu & cofinu fummae ac dilferentire duorum 
angulorum) elfe AA" = A A 'cof. NSN —SA'fi n. NSN" 

BB" =s BB 'cof. NSN" —SB 'Cm.NSN" 

CC" = CCcof. NSN" — SCtin.NSN" 


LL" = LL 'cof. NSN"—SL 'fin. NSN * 
ZZ = ZZcof. NSN n —SZ'{[n.NSN". 


Proinde 

axAA +bxBB cXCC -j-... -\-l XLI b — 

ZZ'( < a+b+c-\-...l y )cor.NSN n _ 
- SZX<*+b+c+...OCin.NSN" “ 


coWSNX«x4J+bxBBl+txCC'+-"+lxLl') 
- iin. NSN"(axSA +bxSB +c xSC+ -. + IXSL) 
(a+b+c +... 0 (ZZ'cor.NSN’—SZ'{m.NSN") 

! .*./) ZZ . 


3°. Viciflim: fi propofitio locum habet pro duabus reftis SN, SN\ eadem 
locum habet pro tertia refta SN' uni priorum perpendiculari & per S dufta. 
propofitione igitur pro duabus quibuscunque reftis fibi mutuo occurrenti- 

Aa 3 bus 


Fig-34. 
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bus ftabilita, eadem vera eft pro alia quacunque recta; five transeat per pun- 
ftum occurfus priorum, five non. 

Obfervatio. In enunciatis praecedentibus fuppofui, punfta data jacere ad 
easdem partes reffefi, in quam perpendicula aguntur. Si fecus fuerit: mutatis 
Tignis perpendiculorum ex punctis ad diverfas ejusdem rectae partes fitis demif- 
forum; quaecunque de fumma difta fuerunt, applicantur excelTui, quo fumma 
reftangulorum, punftis ab una hujus lineae parte fitis refpondentium, fuperat 
fummam reliquorum. Quo monito praemilfo, in fequentibus pariter de fumma 
tantum dicere fufficiet; quafi omnia puncta ad easdem rete, in quam perpen- 
dicula aguntur, partes jacerent. 

§. 126. In Mechanica oftenditur: punftum Z commune efle gravitatis cen- 
,ru,n totidem mafiarum a, i, r, . . /, quarum fingularum centra gravitatis 

fint A, B, C, ■ ■ -L. Qua pumfti Z denominatione hic etiam (brevitatis 
caufa) uti liceat. 

Itaque punftum re&ae magnitudine datae medium efi: centrum gravitatis 
hujus lineae; & fuperficies, quam recta magnitudine data circa axem quem- 
libet revoluta generat, aequalis eft reftangulo fub hac refla & fub circumfe¬ 
rentia , quam centrum gravitatis ejus rotatione hac defcribit. 

Item centrum figurae cujusvis reftanguli fimul eft ejus centrum gravitatis; 
& folida rotatione reftangulorum circa axes quoscunque, uni ex lateribus eorum 
parallelos, genita funt in ratione compofita ex rationibus ipforum reftangulo¬ 
rum atque circumferentiarum, quas earum centra gravitatis defcribunt. 

Si.it quotlijet recte m eodem plano pofitione ac magnitudine dat*, quae 
fimul circa axem quemlibet revolvantur. I„ p Un ais reftarum harum mediis 
fingantur mate fmgulis reftis proportionales, & quaeratur centrum gravitatis 
commune harum mafTarum. 'Summa fuperficierum a reftis illis rotatione hac ge¬ 
nitarum aequalis eft reftangulo fafto ex fumma harum reftarum, & ex circumfe¬ 
rentia ab communi maffarum harum centro gravitatis eadem revolutione percurfa. 

mt quotlibet reftangula in eodem plano pofitione & magnitudine data; 
fic ut mgu rum horum reftangulorum unum latus fit reft* alicui pofitione 
dat* paia ,e um. Reftangula haec fimul revolvantur circa axem reftae huic 

paral- 
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parallelum. Tum in centris figune horum rectangulorum concipiantur mafiae 
iisdem proportionales, & quaeratur centrum gravitatis commune omnium ha¬ 
rum maflarum; folidum ab reftangulis his revolutione illa genitum eft in ratione 
compofita ex fumma reftangulorum, & ex circumferentia a communi gravita¬ 
tis centro revolutione hac genita. 

5.187. Lemma notum. Trapezium AA'B'B, cujus anguli B, B' funt refti, Fig.32. 

rotetur circa latus A'B'; folidum revolutione hac genitum eft ad cylindrum 

.. , „ . . AA'+AA'xBB'+BB'* 

ejusdem altitudinis A B, & cujus radius bafeos eft r, uti- 3 ' 

-a r = Proinde, pofita -n dimidia circumferentia circuli, cujus radius eft unitas, 

. . ^ aa 2 +aax BB+BB =■„ 

capacitatis folidi hujus exprefiio eft A B X--- 

Theorema. Reftangulum quodcunque circa axem quemcunque extra reftan- 
gulum in plano ejus fitum revolvatur: dico, folidum rotatione hac genitum elTe 
in ratione compofita ex magnitudine reftanguli & ex circumferentia a centro 
ejus rotatione hac genita. 

Sit ABCD reftangulum, cujus centrum S, quod revolvatur circa axem Fig.35. 
AD' cxtra ilhld in P lan0 ex 5 demittatur in hunc axem perpendi¬ 

culum^': dico, folidum rotatione reftanguli ABCO circa axem AD genitum 
effe in ratione compofita ex reftangulo ABCD, & ex circumferentia, cujus ra. 
dius eft ss'; feu exprefiionem capacitatis hujus folidi efle ABCDXSSX 2 TT. 

Sint a, b, e, d punfta media laterum AB, BC, CD, DA. 

Ex omnibus punftis A, B, C, D, a, b, e, d, demittantur in axem 
AD' perpendiculares AA ', BB , CC', DO', aa', bb', ce', dd'. Sit 1p angulus, fub 
quo 55 ' inclinatur ad latera oppofita reftanguli AB, CD. 

Solidum rotatione reftanguli genitum eft excefius, quo folidum rotatione 
fpatii A'ABCC' genitum fuperat folidum genitum rotatione fpatii A ADCC ; 
eu fol .ABCD = (o\.A'ABB'—io\.D'DCC'+M.B'BCC'—{o\.A'ADD‘ 

1 ’ f a'A'-+a‘AxBB‘+BB' 2 7 

_ \tt.A B D*CC +CC~-)l 


. n ,f B'B> + B'BXCC'+CC^ ) 
4 . \tr. A D | _(AA 3 +A AxDD +DD s ) } 


Z&r-AAlBB^-DrioUrr'*.;*'* u■ (jl8 W) 1 •(M'^^ ') , (Cc'+DD') j -(Cc'-DD') : ] 
L 4 4 


=i^W l D.|(/-;fl'-.p r , l ^..f( cc ';., < l a) + ( gcl +Cc') :i -(5g'-C c') ; _ (^ / )'+ooy-( /)/< l .£ )D y-] 

L 4 4 

B ^2(SiS 

+1^.^ 'i)'[ 2 <S<S \BB £1 D ')"t“ 2 SS '(CC - A4')+«$<$'(££,4.4 '+ CC- £>£>')] 
AA'+BB'-CC'-DD ')_ 2*.A'B'.SS'iaa t -cc') 

+ 77-.^<S<S’(-A4'-H7C- DD') “-f 2 tt.,4 D '.<S<$'(M- dd') 

Atqui C a<J -^) = SCfin. j tem , 4 'i?' = fin.;p 
( bb'-ce ') = , 4 Bcof.<p AD' =: BCc of.<p 

Itaque 2 tt.a'b'- SS'(aa'-cc) _ _ ro , w , 4 £. BCfin. a <p 


+27r.A , D , 'SSXbb , -dd) 
ABCD'$S'.27T. 


= 25T.6\SX 


-M£X£Ccof. 2 <p 


= 27 r.$$\AB-BCz 


Corollarium primum. Reftangula quotcunque circa eundem axem revolvan¬ 
tur: fumma folidorum, quae rotatione reftangulorum horum generantur, aequa¬ 
lis efl: prismati, cujus bafis eft fumma horum re&angulorum, & cujus altitudo 
eft circumferentia percurfa a centro gravitatis communi totidem maffarum in 
centris reftangulorum coadunatarum fingulisque re&angulis proportionalium; 

quod punftum dicitur centrum gravitatis commune omnium horum reftangu- 
lorum. k 0 

Cot ollarium fecundum. Sint quotcunque re&angula pofitione & magnitudine 
data, qu* circa axem quempiam revolvuntur. Solidum rotatione hac geni¬ 
tum proportionale efl: diftantiae centri gravitatis communis omnium reftangu- 
lorum ab axe rotationis. 

Schoiium. Modo haud multum abfimili demonftratur: folidum a parallelo- 
grammo obliqu an gulo circa axem quemcunque revoluto genitum aequale efle 
pn. mati, cujus bafis eft ipfum parallelogrammum, & cujus altitudo aequalis 
eft circumferentiae a centro figurae parallelogrammi rotatione hac genitae. Et 
fimilia inde neftuntur corollaria. 



IQI 

§. 128. Solidum , fattum dx aliqua figura atque ex diftantia centri gravi¬ 
tatis figurae ab aliqua refta, vocatur momentum figura refpe&u hujus reftae. Pro¬ 
inde momentum alicujus re&anguli refpettu axis, circa quem rotatur, eft ad 
folidum ab eodem re&angulo hac rotatione genitum in ratione conflanti; nempe 
in ratione radii ad circumferentiam, feu ut 1 : 27 r. Et momentum quotlibet 
reftangulorum refpeclu axis, circa quem rotantur, eft ad fummam fpatiorum 
folidorum ab iisdem re&angulis hac rotatione genitorum, in eadem ratione 
conflanti. 

Pariter re&angulum, faftum ex ahqua linea atque ex diftantia centri ejus 
gravitatis a retta quapiam, dicitur momentum prioris linea refpe&u pofterioris; 
& reftangulum, faftum ex fumma quotcunque linearum & ex diftantia commu¬ 
nis earum centri gravitatis ab aliqua re&a, vocatur momentum harum linea¬ 
rum refpettu hujus re£tae. Proinde fi reftae quotlibet circa axem quempiam 
revolvantur, momentum harum rettarum refpettu hujus axis eft ad fummam 
fuperficierum, quas eaedem lineae hac rotatione generant, in praedifta ratione 
conflanti, 1: 2 tt. 

His praemiffis pergo ad fuperficiem, a linea quacunque circa axem ali¬ 
quem rotata genitam, & ad folidum rotatione cujuscunque figurae circa axem 
aliquem genitum. 

§. 129. Brevitatis caufa denotent S.R, S.F folida a rettangulis figurae 
alicui infcriptis aut circumfcriptis, & a figura ipfa rotatione circa eundem axem 
fimul genita; porro denotent M.R , M.F momenta horum extenforum reipeftu 
hujus axis; G.R , G.F diftantias centrorum gravitatis horum extenforum ab 
eodem axe; ScA.R, A. E areas horum extenforum. 

i°. Eft M.F(=A.FxG.F) = lim .M.R 

= li \n.(A. RxG. R) 

= lim.^.i?x lim.G.R 
=3 A-Fxlim.G.R 
proinde G.F => lim.G.^. 


2 0 . Eft 
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2°. Eli S.F = lim. S. R 

= 27T. lim. MR 
= 27r.lim.(yf • /?x G.R) 

= 27T.Xim.A-Ry.Xm..G.R 
= 27T. A-FxG.F 
= 27TXM.F- 

Proinde /olidum rotatione figura F genitum aquale ejl /olido /adfo ex hac figura 
atque ex circum/er entia a centro gravitatis ejus rotatione hae genita; /eu /olidum a figura 
F genitum eft ad momentum ejus re/pedtu axis rotationis in ratione conflanti circum/eren- 
tice circuli ad radium ; & /olida rotatione ejusdem figurae circa varios axes genita /unt 
inter /e uti di/antice centri gravitatis hujus figurae ab iisdem axibus. 

Eodem modo /uperficies rotatione alicujus lineae circa axem quempiam genita 
aqualis eft reftangulo , fadto /uh hac linea & /ub circum/er entia a centro gravitatis ejus 
rotatione hac genita; /eu/uperficies haec ejl ad momentum lineae genitricis re/pedtu axis, 
circa quem rotatur, in ratione con/anti circum/er entia circuli ad radium, (ai) 

§• i3°- 

O) Theorema hoc, fupprefla demonftratione, Pappus jam fub finem Prcefationis Lib. 
VJJ. Collett. math. expofuit his verbis : O ruv reXeu »v *p.$Qi<;ix(uv Xoy oq ovvr\VTau 
«Jt re TWV OtflOpOHS/JiXTWV XXI Ttuv 6*1 T*C xgovxc OfAOiUC XXT7\yfJLf.Vtt>V sydsiwv xro tkv 
«v xutoic KMvrpofixpixuv <sr\[ieiuv . O ie ruv xrekuv ex re ruv xp(f>oi<sy.xTUv xxi ruv 
irepttpepeiuv, oa*c evoiyae ret ev xvtoic xevrpoftxpixx Oij/xeix. Quae HalueiuS (Apol¬ 
lonii De fe&ione rationis & /patii Libri. Oxon. 1706.) ita vertit: „ Figurae per- 
„ fedlo gyro genitae rationem habent compofitam ex ratione gyrantium & ex illa re- 
f , diarum limiliter ad axes dudtarum ab ipfarum gyrantium gravitatis centris. Ratio 
„ Vero incompleto gy r0 genitarum fit ex ratione gyrantium & arcuum , quos de- 
„ fcripfere earundem centra gravitatis. „ Commandinus (Pappi mathemat. Colle&. 
Pifauri 1588-) verterat: „Perfedlorum utrorumque ordinum proportio compofita eft 
,, ex proportione amphismatum & redlarum linearum limiliter ad axes dudlarum a pun- 
„ diis, quae in ipfis gravitatis centra funt. Imperfedlorum autem proportio compo- 
»»Uta eft ex proportione amphismatum & circumferentiarum a pundlis, quae in ipfis 
» } funt centra gravitatis, fadtarum.,, Keplerus ( Nova Stereometria doliorum. 
Lincii 1615. p. j, Theor. XVIII. fq.) omnem annulum , genitum rotatione cujuslibet 
figurae fymmetricae circa axem diametro figurae parallelum, live extra figuram fitum, 
five perimetrum ejus contingentem, aequalem efie oftendit cylindro, cujus altitudo 
aequet longitudinem circumferentiae, quam centrum figurae circumdudtae defcriplit, 

balis 



193 

§. 130. Hinc deducuntur methodi centrum gravitatis cujusvis figurae de¬ 
terminandi. Nempe determinetur folidum rotatione figurae hujus circa axem 
quemlibet genitum; quod transformetur in prisma, cujus bafis fit ipfa figura 
rotata: altitudo hujus prismatis imminuta in ratione circumferentiae ad radium 
erit diftantia centri gravitatis hujus figurae ab axe rotationis. Et proinde cen¬ 
trum gravitatis ipfum determinabitur, fi determinentur folida rotatione figurae 
hujus circa duos axes (fibi invicem non parallelos) genita. 

Vicifiim, centro gravitatis figurae alicujus politione dato, determinantur fo¬ 
lida rotatione figurae hujus circa axem quemlibet politione datum genita. 

Eadem applicantur ad fuperficies rotatione alicujus lineae circa duos axes 
genitas. 

Quodfi autem figura fymmetrica eft, feu axem aliquem figurae habet: 
quoniam centrum gravitatis ejus in hoc axe litum eft, ut politio centri hujus 
determinetur, fufficit momentum figurae quaerere, refpeftu unius re&ae, v. gr. 
refpeftu lineae, quae fit axi huic ordinatim applicata. 

Caput decimum quintum. 

De folidis earumque fuperficiebus in genere , et de curvis duplicis 
curvatur 

^olidorum rotundorum proprietates tum a figura genitrife, tum a pofitione 
axis, circa quem figura haec rotatur, pendere, in tribus capitibus praecedenti¬ 
bus abunde fuit declaratum. Solida haec praecipue mathematicos occuparunt. 
Dantur autem innumera alia a folidis rotundis diverfa; quorum potiores duas 

fpecies 

bafis vero eadem fit cum feftione armuli. Guldinus (De centro gravitatis. Lib. U. 
Viennae 1640. Cap. VIII. Prop. II.) regulam, quam vocat, generalem compofitionis 
poteftatum rotundarum hanc tradidit, fed per induftionem tantum comprobavit: 
„ Quantitas rotunda in viam rotationis (lineam circularem, quam in rotatione de¬ 
scribit centrum gravitatis magnitudinis rotatae) duftaproducit poteftatem rotundam 
„uno gradu altiorem poteftate five quantitate rotata.,, Demonftrationes regulae, 
quae ad Guldinum tanquam inventorem referri confuevit, varii deinde varias pro- 
pofuerunt. Conf. Montucla Hift. des Math. T. II. p. 19. fqq. 
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fpecies primum breviter pertraftare, tum generatim de illis disquirere non alie¬ 
num ab re erit. 

§. 131. Sit figura quaecunque plana politione & magnitudine data. Re¬ 
fta quaepiam ita moveatur, ut fibi femper parallela maneat, & ut aliquod ejus 
punftum circa perimetrum figurae hujus progrediatur. Singula reftae hujus 
punfta defcribunt lineas perimetro figurae datae parallelas, eidemque fimiles & 
aequales: proinde folidi hoc modo geniti lectio, plano quocunque figurae datae 
parallelo fafta, aequalis & fimilis eft huic figurae. Superficies a refta mobili 
genita dicitur fuperjicies cylindrica ; & refta mobilis dicitur ejus latus. Figura 
data, & feftio folidi, plano figurae huic parallelo & per alterum lateris extre¬ 
mum transeunte fafta, dicuntur bafes folidi. Solidum ipfum, bafibus & fuper- 
ficie cylindrica terminatum, dicitur cylindrus feu folidum cylindricum. Cylin¬ 
drus eft rectus aut obliquus , prouti latus efl bafi perpendiculare aut obliquum. 
Diflantia bafium cylindri dicitur ejus altitudo. 

Solidum cylindricum limes eft prismatum ipfi circumfcriptorum aut infcri- 
ptorum. Sed capacitates horum prismatum funt in ratione compofita ex ra¬ 
tionibus bafium & altitudinum eorum; & bafes folidi cylindrici funt etiam li¬ 
mites bafium horum prismatum: proinde etiam folida cylindrica funt in ratione 
compofita ex rationibus bafium & altitudinum ipforum. Ideo denotante S ca¬ 
pacitatem folidi cylindrici, B bafin ejus, & H altitudinem; erit S — BH. 

Proinde quotiescunque area bafis folidi cylindrici terminis finitis exprimi 
potefl; capacitas quoque folidi cylindrici accurate determinatur. 

Pariter fuperficies cylindricae reftae funt in ratione compofita ex rationi¬ 
bus perimetrorum bafium, & altitudinum. Superficies autem cylindricae obli¬ 
quae pendent a perimetro feftionis cylindri, plano ipfius lateribus perpendicu¬ 
lari faftae. 

§• 132. Solida inter, quae a cylindricis originem ducunt, ea contemplari 
fufficiat, quae cylindrorum rectorum (inprimis) feftione bafi obliqua generantur. 

Fi g . 3^* nempe AB refta q U3eC unque in plano bafis cylindri refti afta; & fit 

/INN B fegmentum bafis refta hac AB abfcilfum. Cylindrus fecetur plano per 

AB 


I 
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AB transeunte; fitque AMM'B fe&io fuperficiei cylindricae plano hoc fate 
Solidum, fuperficie cylindrica ANN'BM'M, & Tegmentis ANN'B, AMM'B com- 
prehenfum, vocatur cono-cuneus vel ungula cylindrica. 

In plano bafis ducatur rete quaevis NP ipfi AB perpendicularis ; per NP 
agatur planum bafi perpendiculare; & fit MNP feftio ungulae plano hoc fate. 
Trianguli retenguli MNP angulus MPN aequalis eft angulo inclinationis duorum 
planorum ANN'B y AMM'B , qui fit (p; & proinde omnes feAiones pari modo 
fate dantur fpecie; nempe eft NM = NP tang.<p, N M = N P tang. <p. 

Capacitas ungulae cylindricae limes eft capacitatis ungularum prismatica- 
rum, quae oriuntur ex fetenibus fimul faftis prismatum folido cylindrico in- 
fcriptorum aut circumfcriptorum. Capacitate igitur ungulae pofita =S, axis AB 
abfcifla AP=x, & NP=y; fit ~ = §yytang.<p: proinde ungulae capacitas 
ab’ integratione hujus formulae pendet. 

Exempla. Solidum cylindricum fit cylindrus circularis reftus; & rete AB 
fit diameter 2r bafis cylindri. Erit ijy = zrx—xx; ^ = i(2rx— xx) tang.<p; 
5 = C -j- \{rxx — |j£r 3 )tang.<p. Atqui 5 = o, quando x *= o; proinde 

5 = — \x) tang.$. Sit * = 2 r: erit S= 2rr(|r)tang.(p = frr.rtang.<p. 

Cubatura folidi hujus accurate obtinetur, neque a quadratura circuli pen¬ 
det. Par ratio eft ungularum cylindricarum , quarum bafes funt ellipfes conicae, 

6 AB alteruter earum axis, v. gr. transverfus za. Tum fcilicet yy=z b l(zax-xx) : 

bl 

unde S = }—~ tang. (p. xx(a jx). Sit at = 2 a; erit 5= zbb tang.<p. \a = 
aa 

Zab • b tang. cp. 

Idem dicatur de ungulis ex feftionibus cylindrorum parabolicorum & hy- 
perbolicorum genitis. 

Obfer vatio. Ex formula ^ = iyy tang. <p fequitur : ungulas, feftionibus 
ejusdem folidi per eandem in bafi rettam transeuntibus factas, inter fe efle uti 
tangentes angulorum <f. Verum haec ratio tantum fubfiftit, quamdiu tang.? 
eft poflibilis, feu quamdiu planum AMM'B cylindri lateribus occurrit. Quando 
autem anguli <p tangens fit impoflibilis, feu quando angulus tp fit qo° ; figni |- 

Bb 2 ‘ feu 



196 


feu « introduftione monemur: non amplius de ungulis agi polTe; nec formu¬ 
lam pro ipfis traditam pofle ad capacitatem folidi, plano bafi normali a cylin¬ 
dro abfcifli, determinandam applicari. 

§. 133. iEquatio diflerentialis fuperficiei curva ungularum ex iisdem 
principiis deducitur. Sit nempe z arcus AN fegmenti bafis ANN'B, & fit S 
fuperficies curva ungula; fit ^ = JUN = y tang.<p: unde,res ad calculum in- 
tegralem reducitur. 

Exemplum primum. Solidum cylindricum fit cylindrus circularis reftus, & 
lit AB = zr diameter bafis; erit : hinc rtang. 9; ^rxtang.*. 

Sit * = 2r; erit 5 = 2 rrtang.<p = 2rxrtang.<p: proinde hoc cafu etiam fuper¬ 
ficies curva ungulae abfolute habetur. 

Scholium. Eadem, quae §. praecedente, de impoflibilitate applicationis ha¬ 
rum formularum ad cafum, quo <p = 90 °, obferventur. 


Exemplum fecundum . Solidum cylindricum fit cylindrus ellipticus, & fit AB 
axis alteruter ellipfis. 

i°. Sit AB ■= 2a axis transverfus, 2 b axis fecundus, fitque aci—bb=see; & 
abfciffae * axis AB fumantur a centro; erit <E = ^ tans - <pr (^—cujus 
formulae integratio non ab reftificatione ellipfis, fed a quadratura tantum circuli 
pendet. Nempe eft S = i^arc.fin.~ + — **)) tang. <p. 

Sit x—a, fit 5 = arc. fin. + ab) tang. <p, & fuperficies integra AMM'BN'N 

eft fi. arc. fin. - 4- ab) tang. 
v. e a 

Sebalium. Arc.fm.^= + .(§.' 79 -) hinc 


* 7 arc.lin.l = -): proinde cafu, quo * 

bafis eft circulus, fit S — (oa-f oA)tang. p = 2«»tang. ip (ut prius). 


= 0, feu quo 


2°. Sit AB axis fecundus = 2 b: erit ~ = ~tang.<pr(^ + xx); cujus 

formulas integratio non a rettificatione ellipfis, fed ab quadratura hyperbolae 
feu a logarithmis pendet. Nempe eft 


S = 


*97 


S =2 + “log-_— 

bb x v tt tt 


4 V'(—+XX)+X 

i_ ' tt 


bb 

e 


bbd b 4-' v 

Sit x = b; fuperficies integra eft ^tang.<p(— + — 

e 


:= (flfl ^log.^t^)tang. <p = (aa 4- ~log. ^-^-j)tang. ^ ” 

i+i" 


= (os -t- ~log. r_ 


I- 

fl 


tang. <p. 


Stholium. Log. Y* - j + + • ' * * (§- 6l 0>* 

i- 


hinc 




'log. r»-±? = **(«+*?+ |- 4 + ••*•> 


Unde, fafto e = o, fuperficies propofita eft 2<Mtang. <p (ut priusJ. 

Eodem modo offenditur: fuperficiem ungularum parabolicarum aut abfo- 
lute haberi, aut ad logarithmos reduci; «St fuperficies ungularum hyperbolica- 
rum (feftione per alterutrum axem genitarum) a reflificatione hyperbolae non 


pendere. 

§. 134. Solida conica aliud conftituunt folidorum genus, quorum conii- 
deratio frequenter occurrit. 

Sit figura quacunque plana politione & magnitudine data. Sit etiam pun- 
ftum quodvis extra planum figurae pofitione datum; & refla per hoc punflum 
dufta circa perimetrum figurae rotetur. Refla haec ita revoluta gignit fuperfi. 
ciem conitam, cujus vertex eft punflum datum. Refla ex vertice ad punflum 
aliquod perimetri bafis dufta coincidit cum linea genitrice ea pofitione, qua per 
punflum hoc perimetri bafis transit; ideoque refla haec tota b fuperficie co¬ 
nica iacet, & dicitur latus fuperficiei conicae. Solidum, figura data & fuper- 

Bb 3 ficie 
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ficie conica terminatum, dicitur conus, feu folidum conicum; & figura ipfa ejus 
bafis. Refta ex veitice in planum bafis perpendiculariter demifla vocatur altitudo 
coni. Si bafis habet centrum figurae, & altitudo coni plano bafis in hoc cen¬ 
tro occurrit; conus vocatur reftus: fi fecus; conus eft obliquus. 

Si conus-plano fecetur bafi parallelo: figura feftionis bafi fimilis eft; & 
dimenfiones homologae fe&ionis ac bafis funt inter fe uti diflantiae plani fecan- 
tis & bafis a vertice coni. 

Sint duo coni aequealti; bafes eorum in eodem plano jaceant, ita ut ipfi 
fint verfus easdem hujus plani partes Uti. Altitudo communis duorum cono¬ 
rum dividatur in partes quotcunque aequales: & utrique infcribantur ac cir- 
cumfcribantur prismata aequealta ad normam § primi exempli tertii; quorum 
bafes fint figurae fimiles feftionibus fimul infcriptae aut circumfcriptae. Duo 
prismata in utroque cono fibi invicem refpondentia (feu a vertice coni aequali¬ 
ter diflantia ) funt in ratione conflanti bafium fuarum, feu in ratione figurarum 
bafibus conorum fimul infcriptarum aut circumfcriptarum; proinde & fummae 
horum prismatum funt in eadem ratione conflanti. Quare & limites harum 
fummarum, nempe duo coni, funt uti limites figurarum bafibus infcriptarum 
& circumfcriptarum, feu ut ipfae bafes. Ratio igitur duorum conorum aeque- 
altorum aequalis efl rationi bafium eorum. 

Atqui ratio bafium aequalis eft rationi cylindrorum aequealtorum bafibus 
illis infiflentium. Pioinde coni aequealti inter fe funt uti cylindri aequealti iis¬ 
dem bafibus infiflentes. 

Sed conus circularis eft pars tertia cylindri circularis aequealti fuper ea¬ 
dem bafi. Proinde conus quilibet pars eft tertia cylindri aequealti eidemque 
bafi infi flentis. 

Determinatio igitur capacitatis cujus vis folidi conici reducitur ad determi¬ 

nationem bafis. 

5 - I 35 - Secus autem res habet quod ad fuperficiem folidorum conico¬ 
rum. I\otum eft , fuperficiem coni refti circularis a circumferentia circuli pen¬ 
dere. Determinatio autem fuperficiei coni circularis obliqui (cujus inveftiga- 

tiorii 



m 

tioni tot tantique mathematici incubuerunt) nequidem ad rettificationem fe&io- 
num conicarum terminis finitis potefl: reduci. 

Omifiis cafibus particularibus, quibus compendia quasdam pofliint indaga¬ 
tioni fuperficierum conicarum adhiberi, methodum omnium univerfaliflimam 
disquifitionem hanc inftituendi ftri&im exponam. 

Sit AMB bafis coni; S vertex ejus; SP ipfius altitudo, quae plano bafis in Fig.37, 
P occurrit. Plano bafis circumfcribatur figura quaecunque reftilinea; per fin- 
gula figurae bafi circuipfcriptae latera & per verticem coni agantur plana; quae 
conftituent fuperficiem pyramidis cono circumfcriptae. Sit M punftum conta- 
ftus unius ex lateribus; in quod ex vertice 5 demittatur perpendiculum ST. 

Sit c latus figurae bafin in M contingens. Ducantur SM, PM reftae. Super¬ 
ficies trianguli, cujus hoc latus eft bafis, & cujus vertex S, eft ±cxST^ 
lc x SMtin.SMT. In angulo folido M, cujus acies funt H?P, MS, AIT , duae 
facies SMP, PMT fibi invicem funt perpendiculares: proinde cof .SMT = 
cof. PMTcof.SMP; & fmW=r(i- cof . 2 PMT cof 2 SMP). Superficies co¬ 
nica ponatur = S, & arcus AM=z: erit ^ = fSM^i — cof. 2 PMT cof. 2 SMP) 

d z 

= iV'(SM 2 ^PM 2 cof . 2 PMT) 

= £ V*(SP 2 -f PM 2 fin. 2 PMT). 

Atqui ex aequatione data bafis datur angulus PMT per PM & per angulum 
APM v. gr.; daturque etiam exponens differentialis proinde res ad cal¬ 

culum integralem femper reducitur. 

Exemplum. Bafis fit circulus, cujus centrum C, & radius CM; & pun- 
ftum P jaceat intra circulum. Erit fin. PMT =' cof. CMP; PM fin. PMT = 

PA 1 cof.CMP= CAl—CPcof.MCP. Sit CM= r, SP= h, CP=a, MCP- Z: erit 
J r V'(hh -f- rr—icir cof. z -f- aa cof. 2 z). Sit hh + rr = bb ; ar = c ; fit 

<*£ = ±rV'(bb— acof.s(*—ncof.*)) = i —1 mf * ( £ ~~ a cof. Z \\ 

As b ' h JJ 


• vt 
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-= I hr 5 r y> ffCof.s) 

* X 1 bb 

_ _ * I a(icoL 2 z(e— acof.s)* 

_HI a 3 Cof. 3 s(r—acof.s ) 3 

*Vf p 

_ 15 . « 4 Cof. 4 S(f—-acof.s) 4 

T ’ * * f ^8 


r x a 5 cof. 5 x(f—acof.2) 5 
1 ' ’ ' f — 


Unde, fumtis integralibus arcui s -= 180° refpondentibus, 
coni obliqui, fit 


<S = bnr(i 


+ 


aa 

Fb 


-f-l 





fuperficies integra 


3.1|b«« + LM,» 

, i i 4 2 4 2 6 

+ f-f-i— 


i--i 2 


b 6 

A. 3 . 


ll’£• 


4 - II 
— — 4 a* 


b 8 


, JJ 5-^4.^+4.|.i^i l 8 (3+ ¥^.j aI 

q. z _ 2* a 1 ® 


£ 10 


..) 

Series haec eo promtius convergit, quo b feu V(hh+rr) major eft refpeftu 

a & c , feu a & 2r . Ea nititur hoc principio: quod, fi fuerit = cof.s^z, eft 

ds 


. 2r n I m-4-x 
12 


^ Jzm " 7r ’ integrali fumto pro s = 180 0 . 


Eodem 
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Eodem modo feries obtinetur admodum regularis pro z — 90 0 , ex integra¬ 
tione formularum = cof.sm+is, fafto z = oo°. 

dz ’ v 

His (introductionis loco) de folidis cylindricis & conicis breviter praemiffis, 
pergo ad confiderationem folidorum magis univerfalem. 


§. 136. Quemadmodum punftorum in eodem plano jacentium fitus mutui 
omnium frequentiffime determinantur, punfta haec ad duas reftas fibi invicem 
normales referendo per reftas ad eas perpendiculariter aftas; & quemadmo¬ 
dum curvarum in eodem plano jacentium fymptomata felici fuccelfu determi¬ 
nantur per relationem mutuam perpendiculorum, ex fingulis curvarum harum 
punftis in duas reftas fibi invicem normales demiflbrum: ita etiam fitus mutui 
punftorum in fpatio fitorum faepiflime determinantur, punfta haec ad tria plana 
fibi invicem normalia referendo per reftas ad haec plana perpendiculariter aftas; 
pariterque tam curvarum in eodem plano non jacentium, quam fuperficierum 
curvarum, & folidorum fuperficiebus his terminatorum fymptomata frequen- 
tifiime determinantur per relationem mutuam reftarum, ex fingulis curvarum 
harum aut fuperficierum punftis in tria plana pofitione data & fibi invicem nor¬ 
malia perpendiculariter demiflarum. 

SX TSX XSZ 

Sint ST feftiones communes planorum XST, TSZ fibi invicem norma- 

^ XSZ ZST 

lium & in punfto S fibi mutuo occurrentium. Sit M punftum aliquod in 

fpatio, ex quo agatur refta SP plano XSZ perpendicularis. Tum ex pun¬ 
fto P agatur refta PQ reftae SX perpendicularis. Reftae PQ, SQ refpe- 
ftive aequales funt reftis ex eodem punfto M in plana TSX, TSZ perpendi¬ 
culariter aftis. Proinde punfti M fitus in fpatio determinatur tribus reftis 


Fiig. 38. 


mp, pq, sq 


in plana ZSX , TSX, TSZ perpendiculariter aftis, quae vocentur 


y, 

Hinc v. gr. determinantur tam diftantia SM punfti M a vertice 5, quam 
inclinationes reftae hujus SM ad tria plana propofita: fit enim 
SM> = MP* + PS* = MP* + PQ; + Sq* = yy+ zz + xx . 

Cc 


tang. 
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2 °. 


tan g.MSP = 


MP = __ y _ 

SP V^zz+xx) 


flll.MSP =S = 

§. 137. Tria plana, ZSX, 2~SX, 7 SZ nonnifi majoris facilitatis gratia 
fumuntur fibi invicem perpendicularia; quaecunque enim de hoc fitu illorum 
planorum dicuntur, facile poliunt ad alium quemcunque fitum transferri. 

i°. Per 5 agatur quodvis aliud planum R, quod plano ZSX in refta SV 
occurrat fub angulo dato a ; & angulus XSV vocetur £. Ex P punfto agatur 
PR ipfi SV perpendicularis; & planum per reftas MP, PR duftum occurrat plano 
propofito in Rr refta: in quam ex puncTo M agatur MT perpendicularis, quae 
proinde erit plano propofito TRV perpendicularis; & angulus PRr ell angulus a, 
fub quo rRV planum inclinatur ad planum ZSX. 

Erit (§.1250 TR = PQcof^+SQfin.^ 

SR = SQcof.C—PQfin.g 
MT(= PRRn.ct. — MPcoLct) 

= PQcof.£ fin.a+SQ.fin.6 fin.ct— MPc of.* 
i?T(= PR cof.ct+ M Pfin.ct) 

= PQcof.£ cof.ct+SQfin.£ cof.ct MP fin.ct. 

Proinde tres reftae SR, RT, MT, quibus punfti M fitus refpeftu plani R de¬ 
terminatur, habentur per angulos ct, 6 , & per reftas MP, PQ, SQ exprelfae. 

2 0 . Planum propofitum R' non transeat per S; fed reftae SX occurrat in s\ 
& plano ZSX in S'V'. Per S agatur refta SV ipfi S'V' parallela, & per SV 
agatur planum R plano R' parallelum. Tum iisdem, quae in cafu praecedente 
factis, occurrat PR ipfi SV m R' , & MT occurrat in T' plano R'; ac proinde 
fit R'T' ipfi RT parallela. Erit 

PP=*S<S'fin.€, unde PP=tPQcof.£+*S , Qfin.£ , 4 "«S»Sfin.£ 

S R =SR+SS'cotg, feu SP r ^£Qcof.£-PQfin.£-hSiS cof.£ 

R'?=RT+R'R cof.ct, feu P V=PQcof.^cofad- 5 Qfin.ecof.a 4 -^Pfin.a+ 5 ' 5 , fm^cofat 
Mfz2MT+R'R fin.at, feu iWr=PQcof.^fin.a-f-5Qfin.efin.a-^/bof.fl6+^'fin.^fin.at. 

Vicif. 
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Viciflim reftae MP , PQ, SQ exprimi poflunt per rete SR', R'P, MT\ 
fimul cum refta ' & angulis cl & 6. Fit enim 

5Q = 5 , i? , cof.^4- ^'rTin.gcoU4- ^rTm.Cfm.a—55* 

PQ = — 5'P'ftn.S 4- PTcof.Scof.* 4- JJf Tcof.S iin.a 
ilfP = AtCm* -MTcoU. 


Corollarium primum. Sit MT'~ o; feu planum i? per M transeat. Erit 
MP =* 

.PQ = —5'^'fin.^ 4- P^cof.^cof.a 
5Q = 5'P'cof.£ 4- PVKTin.£cof.a—55*. 

Corollarium fecundum. Obfervandum eft: reftas S'R\ R T\ MT ' per rete 
PQ, 5 Q ita determinari, ut in exprefiionibus ipfarum reftae MP, PQ, 5 Q 
nulla alia operatione invicem conneftantur praeter additionem aut fubftraftio- 
nem , feu priorum reftarum exprefliones efle primi tantum gradus funftiones 


pofteriorum. 

§. 138. Sit M' aliud punftum, ex quo agatur M'p' rete plano ZSX per- Fig.38. 
pendicularis; & ex punfto p' agatur PQ' refta ipfi SX perpendicularis. Tum 1 
agatur etiam PP' refla: ac fmt Pq' ipfi PQ.', Mm ipfi M'P' perpendiculares. 

Sint M'P\ P'Q!, SQ!, 

y\ z, x' refpeftive. 

mm'*=M m*+ m V» = PP ' 1 +-M'»» 3 =Pq'- + Pq *+»■'«'* 

= (x'- x y + (z'- *)»+y-y)* 
unde MM' ar((jt'-jr)*+Cs'-«) 3 +(y 

Angulus M'Mm ille eft, quo MM' refla ad planum ZSX inclinatur; atque 
Al'm' y-y 

tang.TH Mm = jp- = y^_ x y + ^. z y) 


fi 

cof \M'Mm 


y-y 


r ((x x) 3 4- (z s ) 2 4- (y 1 '-y ) 2 ) 
_ jx-xy+(z'-zy 


'&'-!()*+(*-*) a + C *-*) 2 ’)* 

Obfervatio. Refta PP' projeftio eft orthographica reftae MM' in planum 

Cc 2 ZSX; 
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ZSX; & ratio reto MM' ad proje&ionem fuam pp' aequalis eft rationi radii 
ad cofinum anguli, quo refta MM' ad planum ZSX inclinatur. 

Univerfim notum eft: figurae planae cujuslibet in planum aliquod ortho- 
graphice projeto rationem ad projeftionem fuam aequalem efie rationi radii ad 
cofinum anguli, quo figurae hujus planum ad planum projeftionis inclinatur. 

§. 139. Porro fit & tertium punftum m\ Sit pariter M"p" plano ZSX, 
& p"p' reto SX perpendicularis. Agantur MM, m'm" reto; & fint Pq, 
Mm rettis P Q n , m"p" perpendiculares. Sint ^ t ’ refpeftive. 

Erit MM" = +(/-;/)*+(z-zy) *’ 

mm!’ = r{<.x-xy+(j,’- y y+(z". z yy 

Hinc determinatur area trianguli per formulam notafn. 

AfMJlf— Y'( MM 4 MM MM+MM-MM" MM-MM +Al' m " -MML+MM W 'm\ 

K 2 '2*2 2 T J 

[ 2 MM* 2 . MM " 2 — MM ' 4 1 

=$V'<\+ 2 mm' 2 .m'm " 2 — mm 4 L 
\+2 mm" 2 .m'm " 2 —m'm " 4 j 

Item pp' = r({x'- x y 4- (z-zyy 
pp" = y + (z-zyy 

P P — -xy-{-(z-z) 2 ): unde pariter determinatur area trian¬ 
guli pp'p\ 

Hinc etiam determinatur capacitas trunci prismatici triangularis 
MM M P P P ■> cujus expreffio eft ppVsx MP+m'p 4 - m"p " 

Hinc quoque infertur angulus, fub quo planum trianguli MM'm* ad pla¬ 
num ZSX inclinatur; cofinus enim hujus anguli eft y\d fequentia 

MM M 1 

autem praeftat, angulum hunc paulo aliter inveftigare, ut fequitur. 

§. 140. Reto m'm, M*M produto, rettis p'p , p"p in pundis T\ r* 
occurrant. Reto PT y PT" dantur magnitudine; fit nempe 

pt' = mp x w + 

J ^ y'_y 

»r" = MP X ?? = „ ^ n(*-J0* + C«-*)») 

Mm * * JTy - 


r 
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In triangulo TPT V dantur angulus T'PT"(=p'pp 1 ), & crura hujus'anguli 
Pl \ PT"; proinde datur refta T'T" = 1 T(T'P 2 -2T'P. PT p cof.T'PT* + PT"*)* 

Sit PT ipli TY perpendicularis; erit PT = T P ' PT ^ 11LT PT 

_ _ TP.P T"fm.T'PT" 

V\T'p z -2T'P.PT^coCt'p¥+PT' 2 ) 

Hinc *»ng MTP(- —) - MVnT [ P*-2T'P. PT* co t T ' P T ‘ +PT'^ 

TP J TP . Pr"fin.r , PT s 

Exemplum. Angulus P'PP" fit reftus; fit tan g.MTP = 

^((TTxy+lz-zy + (7^+J:,)»)- Sint autem fimul P lana Mpp,s/t , 

MPP n M\ planis TSX, TSZ refpettive parallela; & proinde x"= x, z'=zz: erit 
tang .MTP = + Porro angulus TPQ ille eft, fub quo 

SX, T'T” reftae ad-fe^ invicem inclinantur: angulus hic fit aequalis angulo T' 

n PT n z-z x-x 

cujus tangens elt -, = —— : 

PT y-y y-y 


3°* 


§• 141. Hisce prasmiflis de punftis in fpatlo, quorum /Itus mutui nulla 
relatione determinata fecum invicem connettuntur: pergo ad praecipuum dis- 
quifitionis hujus caput, ad cafum nempe, quo punfta relatione aliqua data in¬ 
ter fe conneftuntur; ita ut Jocus pun&orum M fit fuperficies aut curva aliqua 
relatione quadam inter perpendicula MP, PQ, ,S 0 determinata. Quem ut! 
quantum potero, luculenter explicem, ab exemplis omnium fimpliciffimis 
ordiar. 

Exemplum primum. Detur fumma quadratorum perpendiculorum MP, PQ y 
SQ; fumma hasc eft MS 2 (§. 136.): proinde refta SM datur magnitudine, & 
pun&a M jacent in fuperficie fphaerica, cujus centrum eft S, & cujus radius 
magnitudine datur. 

Quoniam fumma MP* + PQ* + so* datur magnitudine: fi re&a Afp * 
dem manet magnitudinis, & proinde punfta M in plano politione dato & TJo 
ZSX parallelo jacent; fumma PQ'- + SQ* f eu SP> pariter datur magnitudinT 
Agatur MN refte SP parallela, quae ipfi sr in N occurrat. Refta NA1 - sp 

3 etiam 
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etiam datur magnitudine; & proinde punfta M fita funt in circumferentia cir¬ 
culi, cujus centrum AT & radius NM=SP. 

Hinc difciffius: omnes folidi propofiti fediones planis ZSX , 2 SX, TSZ 
parallelis factas efle circulares, & centra harum fedionum jacere in reda per¬ 
pendiculari plano dato, cui plana ada funt parallela; ideoque folidum propofi- 
tum eft folidum rotationis circa quamlibet redarum SX, S 2 ', SZ . 

Fig.38. Secetur idem folidum alio quocunque plano per redam s'v' transeunte. 

2 °* Sit angulus, fub quo hoc planum ad planum ZSX inclinatur =a, & angulus 
r's'X=€; fitque M pundum aliquod perimetri fedionis. 

Quoniam (§. 137.) MP = MR fin .<t 

PQ = ilfPcof.acof.e-S^Tin.e 
5 Q = JMRcota. iin.€+ 5 , -ff'cof.£ -S'S 

pQ2 4-^Q 2 = MR' 2 coi 2 d - 2SSxMR'c of.a fin.£-hS'.ff' 2 - 2 SS XS'.#'cof.£+S'S* 
& MP-+P<£+sr£ = MP’ 2 - 2SSXM R 'cof.afin. 6+5 .ff ' 3 - 2SS Y.S'R 'cof.£H-S's 1 

= (JUP'-S‘ScoUrm.S ) 2 + (S'^-55'cof.0 2 +>S‘S' :! fin. s afm. a e, 
quae eft aequatio circumferentiae circuli; proinde feftio folidi plano quolibet fafta 
eft circulus (uti notum). 

Scholium. Ex formula MP 2 + PQj 2 -\-SQ. 3 —SS - fin.-a (in. 2 G = 


(MR[— S l 5 coUfin.e ) 1 dads duabus trium quantitatum ss\ *,€, tertia fic 
4~(S R —5 5 cof.fc) 

determinatur, ut planum dudum tangat (fi fieri poflit) folidum propofitum; 
fado nempe ^'fin.afin.C = ^(MP 2 + PQ 2 + SQ 2 ): fed de hoc fitu planorum 
adorum feorfim agere praeftat. 


x 


08 

&3°< 


Exemplum fecundum. Summa quadratorum re&arum PO , <sp habeat ratio¬ 
nem datam ad quadratum reliquse MP. 

I. Magnitudine redse MP manente eadem; fumma quadratorum redarum 
Pp, 59, feu quadratum rectae S P, pariter eft.datae magnitudinis. Proinde 
fediones folidi propofiti, planis plano ZSX parallelis fadae, funt circulares. 
Quoniam ratio mp : SP feu SN : NM datur : in triangulo MSN redangulo 


ad N angulus MSN datur magnitudine; ideoque eft latus coni redi, cu¬ 


jus axis eft ST. Sit <p angulus datus TSM . 


II. Reda 
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II. Recta <Sp eadem manente, quadratum rete MP eft ad quadratum 
rete PQ fpatio data auttum, in ratione data; proinde omnes feftiones planis 
plano ZST parallelis factae funt hyperbolae fimiles. Ejusdemque indolis funt 
feftiones planis plano TSX parallelis fate. 

III. Solidum propofitum plano fecetur quocunque, quod plano ZSX in s'v' Fig. 35. 
refta occurrat fub angulo a, & fit angulus XS'v = &- 

Eft PQ 2 +SQ 2 =zSR 2 = MR' 2 co[. 2 a+S'R' 2 —2SS'xMR'cot.afw.€ , 

^ - 2 SS'xS'R 'cof.G + lSS 

et MP 2 =3 MR' 2 (\n. 2 ct; 

proinde MR^mM: lHR''-coL*a.+S'R'*- 2SS'x^’ s ^f 0 ^ m - € +SS' a = i: tang.*<p: 
unde MR*coL 2 a : (&ff , -S$cof.6)M-(JMco£«-&S , fin.6)* =cot. 2 a:tang. r <p, 
i°. Sit cot.ct=tang.<p: erit (SR'~SS'co(£y=MR t 9 co£. a a-QJUR , cotxi^SS i fin .€) 2 
— ^lURcot-a-SSfm.tyxSS^m.G; proinde fettio folidi eft parabolica. 

2 0 . Sit cot.a <tang.<p; 

(SR'- SS'c of.Q 2 =MR' 2 t\n. 2 a, tang. s <p - (MR 'cof.a - <S«$'fin.6) a 

=(MR (fin.atang.(p-fcofa)-.ys 'fin.£) (^'fin.^-^f/c^cofa-fin-atang.fp)) 

=(JMR l C ° r f — - SS 'fin.6) (SS W - MR ' 

_cof(p-^ cof.(p 4 ^ / t y, 5 ' 3 fin. a afin. J gcof. g (p _ , _ <y y fin.gcof.aCof. 3 <p yx 
~ cof. 2 ^ cof.<p-acof.<p-t-a v cof.p-acof^fa' J' 

Quare feftio eft ellipfis, fi fuerit cof.<p—acof.<p 4- ot quantitas pofitiva , feu 
^-fa<i8o°; hyperbola autem, fi fuerit (p-fa>i8o°. 

Et quoniam fpecies feftionis pendet ab coefficiente cof.<p— acof.<p + a, 
omnes fe&iones planis fibi invicem parallelis factae funt inter fe fimiles. 

Exemplum tertium. Summa MP 2 -f PQ 2 femper fit reftangulo fub refta KS Fig. 38. 
4& fub refta aliqua data 2p aequalis. 1 ' ^ ^ 

Igitur SP* = MN 2 = 2 pxSN; proinde folidum propofitum gignitur rotatione 
parabolae, cujus vertex s, parameter 2/7, & axis ST. 

Secetur folidum plano ipfi TSZ parallelo: refta SQ manente eadem, erit 
P£*=:2pxMP-S0 2 ; proinde feftio eft parabolica: idemque valet de feftioni- 
bus plano TSX parallelis. 

Sece- 
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Secetur autem folidum plano per S V' transeunte. Erit 
r VJ- ss‘c 0 r.e) *+ (mj?‘ coU-ss'Rn.€y = jjxtfruu. 

i°. Sita^o»; ideoque cof.a=o: erit (Sie- 5 j'cof.e)*.( l s 1 s , fi n .e) s s=a|>Xi*»'. 
Pioinde omnes feftiones planis plano ZSX perpendicularibus faftse funt para-' 
bolae, quarum parameter 2p eft eadem quae parabolae genitricis. 

2 0 . Sit a >90°. Fit (s'£'—ss‘ cof.6)* = 
cof. 3 a (p tang.ot fec. *x(p tang.a+2 55 ' fec.a (p tang.a+wTin.Q) 2 . 

Seftio igitur eft elliptica, & fpecies ellipfeos pendet ab angulo a. Pro¬ 
inde omnes feftiones planis fibi invicem parallelis fafte funt inter fe fimiles. 

Ut fedio poflibilis fit, debet effe 

MR-fec.af ptang.aH-.SS W) = fec.^C^tang.aCptang.tr-fs^Tin^)); & fi fuerit 
MR =fec.a (ptang.a+SS Gn.£)4-fec.a1 / "(ptang.a(ptang.a+2SS l fw.€)), planum 
dudum tangit fuperficiem propofitam. 

Pauca haec exempla fufficiunt ad dijudicandum, quomodo ex relatione 
data perpendiculorum MP, PQ, £Q fymptomata folidi poffunt deduci; & no¬ 
minarim, quomodo ex aequatione hac proprietates fedionum ejus, planis pofi- 
tione datis fadarum, inferuntur. Et quoniam aequatio curvae, quae eft fedio 
folidi propofiti per aliquod planum, oritur ex aequatione data inter tres perpen¬ 
diculares MP y PCI, SQ, fubftituendo valores harum linearum per redas MR\ 
SR expreffos; neque hae in valoribus iftis alia operatione praeter additionem & 
fubftradionem afficiuntur (§. 137.): gradus aequationis pro fedione ortae fupe- 

iare 110,1 P ote ^ & ra( lum aequationis, quae relationem trium perpendiculorum 
MP, PCI , 5 Q determinat 

§. 142. Transeo ad plana conta&us folidorum generaliter confideratorum. 

Situs plani cujuscunque determinatur per duas redas fibi mutuo vel paral¬ 
lelas vel occurrentes. Proinde ut determinetur planum, quod propofitam fu¬ 
perficiem curvam in pundo dato contingat; determinandae funt duae redae ex 
hoc puncto duftae, per quas planum hoc agi debeat. Secetur itaque folidum 
piopofitum duobus planis per pundum datum transeuntibus: tum determinatis 
fedionum aequationibus (j Uxta §. I4l .j ducantur (Cap . V.) redae, quae fe- 

diones 
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ftiones genitas in punfto dato coh tingant. Planum per duas lias tangentes 

transiens erit planum contattus. 

Facillime autem propofitum peragitur, fi folidum ad tria plana ZSX, TSX , 
TSZ fibi invicem perpendicularia referatur per reftas planis his perpendicula- 
riter ordinatim applicatas; pariterque duae fe&iones fiant planis duobus ex illis 
parallelis : proinde tertio perpendicularibus. 

Sit igitur M punftum datum in fuperficie folidi, ex quo in planum ZSX 
perpendicularis demittatur MP. Tum per rettam MP agantur duo plana 
M'MP, MMP, planis 7 'SX, TSZ refpeftive parallela; & re&ae, quse in punfto 
M feftiones planis M'MP> M"MP faftas tangunt, plano ZSX in T & T" pun- 
PT'=y^ 

ais occurrant. Erit (§. 40.) pr iL\ hinc r'r= y r((^)' + (^) 3 ). 

Sit PT ipfi T T perpendicularis; erit 
dx ds 



tang MTP=> (^)"') = ^(.^PMTP+t^.-MrP). 

kc.MTP= r(z+ (&)'+(gy) 


coUITP = 


r C I+ ® •+■(&•) 


fin. MTP = r 




dx' 




Exemplum primum. Curva in plano M'MP defcripta fit circulus, CUJUS ra¬ 
dius r; & curva in plano MMP fit parabola, cujus parameter 2p. 

4V(V . du Z' sdu\a zz 

Itaque yy ^ =- 


* - I = ’r 

ZZ 


tang. MTP = 

6 \r-zz 2x y 


D d 


Fl ’g- 3 «- 
3 °. 


Exem - 
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Exemplum fecundum. Ambae curvae iii planis M'MP , M"MP fint circuli, 
quorum radii r & r': 


erit 


zz 

M v rr-zz 
(£)*= “ 


„, s .j«T=rC-2-+— > 

’ 6 K rr-zz rr-xx' 


rr - xx 


§. 143. Ex praecedentibus deduci etiam poflunt capacitates folidorum 
(five non fmt rotunda, five ut talia non confiderentur), dummodo feftiones 
eorum planis fibi invicem parallelis faftae juxta datam legem crefcant aut de- 
crefcant. 

Etenim folidum propofitum fecetur planis fibi invicem parallelis, & quo* 
rum diftantiae fint v. gr. aequales. Tum folido infcribantur & circumfcriban- 
tur folida cylindrica., quorum bafes fint feftiones folidi, & altitudo communis 
fit diftantia duarum feftionum fibi proximarum. Fruftum folidi inter duas fe- 
ftiones vicinas comprehenfum, majus eft folido cylindrico ipfi infcripto; minus 
autem circumfcripto. Atqui ratio aequalitatis limes eft rationis horum folido¬ 
rum cylindricorum ; ergo a fortiori ratio aequalitatis limes eft rationis frufti fo¬ 
lidi ad alterutrum horum cylindrorum. Quare , pofita diftantia communi dua¬ 
rum feftionum vicinarum = A*, area feftionis folidi = /, .& capacitate folidi 
=a 5 : erit lim.^ = j; ideoque ^ = /. Data igitur lege, juxta quam fe- 

ftiones s crefcunt aut deerefcunt; datur exponens diflerentialis & proinde 
res ad calculum integralem reducitur. 


Fig. 39- 


Exemplum primum. Sit AS A DD paraboloides, gyratione dimidii fegmenti 
parabolici SAC circa axem SC genita, quae fecetur plano MZM' bafi AD A' per¬ 
pendiculari, & plano SDD' per axem transeunti parallelo. Seftio MZM' pari- 

ap.pa' /u 

ter erit fegmentum parabolicum: nempe ZP = SC X - * — = 5 Cx-_.. 

ji C ^ ^iL * 

Igitur ZmP(~imp.zP)= & zmS=. fSCx Quare poli- 

AL . a AL , s 


tis CP=>x, «? = *, AC =; r: erit g = jiA"-**)’. 




rr 


Unde 
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f*(5 rr - 2 **) V* ( rr - **)+ |r 4 arc.fin.— 

S~bx ---- Sit * = r : erit S- 2 Urrp. Unde 

rr 

fegmentum MAZM' = b (\rr arc.fin. ^ rr ) —\xY'(rr - xx) 5 I!f^ xx ^. 

Exemplum fecundum. Solidum ASADD' fit dimidia ellipfois, quadrante elli- 

pfis SAC circa axem SC rotato genita. Sint ACS , DSU\ ACD tria plana fibi 

invicem perpendicularia; & fit ZMM' planum plano DSD parallelum. 

Sint SC=a, AC—b f CP=x: erit ZP=°MP; MZP= \pxMPX ZP = 

b 

lpy.t.BU n i MZM'=p.-.MP* =p“(bb-xx-)=tS; un de S=p.l(bbx• \x*) 
b b b dx o 

= p.lx(%bb+\MP 2 ). Sit x = b; fit S = ^abbxp. Hinc fegmenti NLAZMt 

capacitas efl: (| ab(b-x). 0 / 1 P 2 )p. 

Exemplum tertium. Solidum propofitum fit conus re&us ASA\ qui fecetur Fig. 43. 

plano parabolico MZM' lateri SA 1 parallelo. 

Hoc cafu cft -£ = lUZM'Rn.ZPA. 
dx 

MZM' = t-MP.ZP; ^ = %MPxZPRn.ZP4 = %(r-x)V'(rr.xx)Rn.S4A; 

S = ( frxV(rr-xx) + §r 3 arc. fin. ~ — A(rr - xxy^Cm.SAjf + C- 
Sit S = o, quando x = o; C= %r 3 P\n.SAA . 

Hinc 5= f(AC 3 -MP^fin.SAA , ^ACx CP x MP(m.SAA'+ 2 AC 2 X MD fin .SAA\ 

Scholium. Principiorum capite hoc explicatorum ad fuperficies folidorum 
non rotundorum determinandas applicatio non aeque facilis efl; ob perpetuam 
mutationem angulorum, fub quibus plana fuperficiem tangentia ad plana fe- 
cantia contigua inclinantur: neque magnam ad hunc fcopum utilitatem formu¬ 
lae inclinationum planorum tangentium ad plana, ad quae fuperficies refertur, 

§. 142. exhibita, afferre poffe mihi videntur. 

§. 144. Progredior ad curvas duplicis curvaturae diftas, feu ad curvas In 
eodem plano non jacentes, quarum fymptomata principiis capite hoc ftabilitis 
determinantur, (a) 

D d 2 Sit 

(a) De his curvis primus egregium opufculum fcripfit fagaciflimus Clairaut, vix fex- 
decim annos natus, fub titulo: Tr ait e dee Courbes d double Cvurbure , Paris 1729. 
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Sit M punftum quodlibet alicujus curvae duplicis curvaturae, quae refera¬ 
tur ad tria plana ZSX , TSX, TSZ , fibi invicem normalia, per reftas MP, PCI, 
Fig # 38» perpendiculariter fibi mutuo ordinatim applicatas. Curvae hujus in pla¬ 
num ZSX projeftio orthographica determinatur per relationem mutuam abfcif- 
farum 5Q & ordinatim applicatarum PQ Pariter ejusdem curvae in planum 
TSZ projeftio orthographica determinatur per relationem reftarum MP , PQ; 
denique curvae hujus in planum TSX projeftio orthographica determinatur per 
relationem reftarum MP, SQ. Hinc fymptomatum curvae duplicis curvaturae 
determinatio revocatur ad confiderationem curvarum in eodem plano jacen¬ 
tium, quae in planis ZSX, TSZ, TSX funt projectiones orthographicae curvae 
propofitae. 

Duabus autem harum projeftionum cognitis innotefcit tertia. Etenim data 
relatione perpendiculi MP ad unamquamque reftarum PCI, SQ (feu datis cur¬ 
vae propofitae in plana TSX, TSZ projeftionibus orthographicis ); datur etiam 
(quantum permittit imperfefta funftionum theoria) relatio reftarum PQ, SQ 
(feu projeftio in planum ZSX). Pariterque data aequatione fuperficiei curvae, 
in qua curva duplicis curvaturae jacet, & una trium curvae in plana ZSX, 
TSX, TSZ projeftionum; dantur duae reliquae. Data enim relatione mutua 
trium perpendiculorum MP , PCI, SQ per aequationem fuperficiei propofitae de¬ 
terminata; dataque praeterea relatione duarum v. gr. reftarum PCI, SCI P er pro- 
jeftionem in planum zsx: datur etiam relatio utriusque horum perpendiculo¬ 
rum ad tertium MP; feu dantur curvae propofitae in plana TSZ, TSX proje- 
ftiones. 

Exemplum primum. Projeftio in planum ZSX fit circulus, cujus centrum S, 
radius r; erit ideo zz+xx = rr. Projeftio autem in planum TSX fit ellipfis, 
cujus centrum S, & cujus axes a, b in reftis SX, ST jaceant: erit itaque 

yy ~ L ^ aa - xx )’ feu ** = y b (P b -yy); 

hinc zz+xx = ^ (Jbb - yy) + zz =z rr: 

unde ** = ^(yy+—(rr-aa)). Curvae igitur propofitae in 
planum TSZ projeftio orthographica eft hyperbolica. 


Exenu 
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Exemplum fecundum. Utraque projectio in plana rsX, TSZ fint parabola 
conicae, quarum axes jaceant in axe 'ST, quarum parametri fint 2p , zp') 
& quarum vextex communis fit S. 

Fit ideo ^ hinc xx : zz = p : p, & x:s = iTpilTp': quare proje- 

ftio in planum ZSX eft linea refta; unde curva propofita non eft duplicis cur¬ 
vaturae , fed tota in eodem plano jacet per «S transeunte, & plano ZSX per¬ 
pendiculari. 

Secus erit, fi punftum 5 non fit vertex communis utriusque parabolae. 
Sit v. gr. ~ hinc = xx ~*y ,. 

01 v. g*. or] (fj4-u} == ZZ’ 2D« = ZZ — 2hp 


zp(J>+y) = 2 py 

unde p\xx — 2ap) = p(zz—2bp') 

feu xx =2 2lp+2Cip 

P 


(P’ X Y 


=2 —, (jzz —2 bp '-f- 2^/7 ') * & proinde projeftio in planum 

jP 

eft: hyperbola, nifi fuerit £ = 

Exemplum tertium. Curva propofita jaceat in fuperficie fphaerica, cujus cen¬ 
trum S, & radius datus <SM = R. Curvae autem in planum ZSX projeftio or- 
thographica fit circumferentia circuli, cujus radius r, & centri C in plano ZSX 
pofitio determinetur per reftas CA = a, Cb = b, magnitudine datas. 

Relatio trium perpendiculorum *, y, z determinatur duabus aequationibus 

XXJryy ff-l)C R rr’ llinc «-s=±r(rr-(i-A:)=) 

zz = aa + 2 ctl r ( rr - (Jb - x) 2 ) + rr - (6 - x) 2 
xx-Fss = an + 2flK(rr- (6 -*) 2 )4-rr- bb -F 26* = -yy ; 

unde yy = RR-aa -rr+M-^xIf 2flKXrr-(&-x) 2 ). 

Sit v. gr. a=z o, b = o; ideoque centrum projeftionis fit in yy=RR=zrr , 

quo docemur, projeftiones in utroque plano efte reftas plano 

parallelas; & proinde hoc cafu lineam propofitam efte fimplicis curvaturse. 

Scholium. Exemplo hoc continetur inveftigatio curvae, quas eft feftio com¬ 
munis fuperficiei fphaericae, cujus centrum S & radius R; ac fuperficiei cylin¬ 
dricae plano ZSX perpendicularis, cujus centrum bafis eft C & radius r. Pa- 

D d 3 tetque 


I 


F&38- 
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teftgue hoc exemplo: quomodo inveftigatio fymptomatum feftionis communis 
duarum fuperficierum ad determinationem fymptomatum curvarum duplicis cur¬ 
vaturae reducatur, quod alio adhuc exemplo familiari illuftrabo. 

Exemplum quartum. Sit hemisphaerium, cujus centrum S, planum bafis 
ZSX, & radius R: fit porro conus reftus; cujus vertex C jaceat in plano ba- 
iis hemisphaerii, ita ut bafis coni fit bafi hemisphaerii parallela, feu ut axis 
coni fit bafi hemisphaerii perpendicularis. Diftantiae verticis coni a planis TSX 
TSZ dicantur a, b; & fit dimidius angulus feftionis coni plano per axem 
transeunte faftae. Erit 

xx + zz + yy = RR 

{ f-x ) a 4- (a - == yytang. 2 # 

tunc x*fec. 2 <p-2&*4- bb-\-zzfec.*$- 2 az+aa = RRtang.*<p 

feu xx - 2 bxCo{. 2 Q-t-bbcot*<p+zz- 2 azco{*<p+aacot 7 <p = RR{\ in. 2 <p 
feu (x-b cof. 2 <p) =4- (s - flcof. 2 <p) 2 =cof. 2 (i?i? - (aa4-£a)cof. 5 <p). 

Projeftio igitur feftionis communis fuperficierum coni & fphaene in pla¬ 
num ZSX efi: circumferentia circuli. 

Item fit RR=aa + 2aV'(yytang. 2 <p-(b-xy')+yy{ec. 2 <p-bb+2bx 

RR=bb+ 2 bV'(yytang . 2 - (a - s) 2 ) 4-y;/ fec . 2 <p - an 4 - 2 az , qua; funt 
aequationes projeftionum ejusdem feftionis in plana TSX, TSZ refpeftive. (a) 

§• *45- Sint m , M duo punfta curvae alicujus curvaturae, quorum pro- 
jeftiones m plano ZSX fint P, p' refpeftive; unde eft PP projeftio chorda MM\ 
punfta M , M' jungentis, & pT' projeftio fecantis. 

Quare = ^PPi+MW*) = V'(Ax*+Az*+Ay*), 

et lHx~ = ^^ Extendendo i S itur ad curvas dupli- 

cis curvaturae, quae vera funt de curvis fimplicis curvaturae, quod fcilicet ratio 

Squalitatis limes fit rationis arcus ad chordam; ^ + 4 . f^VV 

- ax v djr y 

<SC proinde exponens differentialis arcus curvae duplicis curvaturae, & cujusvis 

perpen- 

(a) Qoi plora de hoc capite volnerit, eonfulat Euleri Jntrodu&ionem ad Analyfin 
mjuniorum: Appendix de Superficiebur. 
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perpendiculorum ex puncto aliquo curvae hujus in plana ZSX T ZST, TSX de- 
mifforum, per projettiones curvae hujus in haec tria plana determinatur. 


Porro anguli MTP limes eft angulus, fub quo tangens curvae in M ad 
planum ZSX inclinatur, & tangens hujus anguli eft —-— Item 

nXd *) ) 


anguli TPQ feu PP'q limes eft angulus, fub quo refta PQ inclinatur ad pia** 
num per tangentem in M du&um ac plano ZSX perpendiculare; & cotangens 


hujus anguli eft 


d s 

dx* 


§. 146. Quamvis methodus hic delineata proprietates curvarum duplicis 
curvaturae inveftigandi ftt omnium univerfaliflima; occurrunt tamen cafus, qui¬ 
bus affe&iones harum curvarum brevius & luculentius aliis modis eruuntur; 
perpendendo v. gr., quae ex propofita palmaria quadam proprietate liarum cur¬ 
varum confequuntur. 

Proponatur v. gr. curva in fuperficie curva cylindri, quae ad lingula ejus 
latera fub dato angulo inclinatur. Expandatur fuperficies curva cylindri in pla¬ 
num; in plano hoc ducatur refta, quae fub dato angulo ad unum latus cylindri 
inclinatur: refta haec erit expanfio curvae propofitae. 

Pariter defcribenda fit in fuperficie curva coni circularis re&i curva, quae 
ad fingula ejus latera fub dato angulo inclinatur r fuperficies haec in planum 
expandatur; tum in plano hoc defcribatur fpiralis logarithmica, quae ad radios 
fettoris fuperficiei cono aequalis fub hoc angulo dato inclinatur. Spiralis haec 
erit expanfio curvae propofitae. 

Idem potiftimum illuftratur exemplo curvarum loxodromicarum in fuperficie 
fphaerae defcriptarum, quarum palmaria proprietas eft, quod meridianos fub eo¬ 
dem angulo dato interfecent. Sint P polus, PM, PM' meridiani ad duo pun- 
&a M, M' curvae loxodromicae dufti, MT tangens curvae loxodromicae in Jll, 
& M'm arcus circuli paralleli centro P defcripti. Sit PMT=z$. Sit PA me¬ 
ridianus pofitione datus, ad quem anguli APM referantur. Sit MPM =zAx, 

hia. 


Fig. 4 r. 
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Km -S, = cot - ? ’ feu Iim " cot?; lira -bl = f w t -'p- 

iim '^Ay = tang. (p cofec. y , feu — ~ = tang. <p cofec.#: unde 
x ~ tang.<plog.cot.f#< Sit*=:o, quando y = 90° = p: eritC=o, & 
x — tang, (p log. cot Proinde cotangentibus dimidiorum arcuum pm in geo¬ 

metrica progreflione crefcentibus, anguli APM crefcunt in progreflione arith¬ 
metica. 


Porro arcu AM pofito = Z , eft — ^ = fec.p; hinc 2 = C—#fec.<p. Sit 
<Z=ro, quando y—p; C=*p fec. <p, Z=JWXtec.(p, cujus limes eft pfec. <p. 

Hinc etiam determinatur area fphaerica ^Pikf inter radios veftores P^i, 
PM , & arcum loxodromicum vlM comprehenfa. 

Etenim fuperficie quadrantis hemisphaerii difta H , & area ^4PM difta 
dS 2// r 2I 
F,t ^ = 

atqui — = —tang. (p cofec. y; 

at/ 

proinde ^ =—y tang. <ptang.§y: unde S=C—2-tang. log. fec.|y. Sit 
5 = o, quando y = p ; C = 2_ tang. <p log.fec.45 0 . 5= 2-tang.<p (log.^' 4 ^ ), 

H P P iec -in J 

cujus limes eft 2-—tang. <p log. fec. 45 0 = — tang. <p log.2 = rr tang. (p X log. 2 -= 
tang. (p log. 2 (radio fpliaerae pro unitate fumto). 

Scholium . Formulae hae iis tantum cafibus 1 applicantur, quibus de loxo- 
4romica agitur, feu (p non eft = 9o 0 . 


Caput decimum sextum. 

De Jignificatione exprejjionis -g- et aquipollentium, 

§• H 7 - 

S ifc P ^ uantlta tis mutabilis at funftio, quae habeat faftorem fimplicem a; — 
aut faftoiem compofttum (at — i n quo m eft numerus pofitivus : funftio P 
evanefcit fafto x = a. 


Vicif- 


Vfciffim fi fun&io P evanefcit, fa&o x = a ; fun&io haec admittit divifores 
formarum praecedentium, in quibus m efl: numerus pofitivus. Aquatione P=o 
liberata a fun&ionibus furdis & transcendentibus, quas poteft continere: in- 
verfa haec unum efl: ex praecipuis fundamentis theoriae aequationum, & a ma¬ 
thematicis admittitur , cafu faltem quo m efl: numerus integer pofitivus. Ple¬ 
rumque vero eadem per fe evidens fit, fun&iones furdas aut transcendentes 
funftionis P in feries convertendo, aut alias adhibendo transformationes. Quod 
in gratiam tironum pluribus exemplis illuftrare e re efle cenfeo. 

Exemplum i. Sit P= 0 — r\aa—xx) , quae evanefcit fafto * = o; dico, 
functionem hanc admittere diviforem jc— o=x. 


Etenim P=(a-r\aa-xx)) JtL (««-**))_ aa-(a a . x x) xx 

a+V '(na - xx) n+V'(aa-xx) a-f-Y(aa-xx)' 

t r i X t XX i i X 4 I J. 3 X 6 

Vel r (aa-xx)=a .—a-2. 2. — 2.3 . t. __— .... 

j ^ * XX T T X 4 t I 3 X 6 

unde P = 2-i_ + f A.i. _ 4- 

1 2 a* i 2 ? a$ 

Exemplum 2. Sit P— x)~Y{a^x), quae evanefcit fafto x=o. 

p _ (v(a-\-x)-v(a-x)) (vfq-f x)-\-v(a-x)) _ a+ x - ( a-x) _ 2x _ 

v(a-\-x)+v(a-x) v(a-fx) + v(a-x) v(a+o:)+V(a-a:)' 

Vel Kc«+^)=» / ’«+i~ — .... 

y ^ a T ^ ciV a 123 «a/ a 




aV'a 


aaV'a 


unde .P = 




2 -i’ra 

Exemplum 3. Sit P = a ™—, quae evanefcit fa&o x = a. 

Per theorema Cotefianum funftio P admittit fa&orem ■*—11 w efl: nu- 
tnerus integer pofitivus. 

Sit autem m quivis alius numerus. 

Eft x m =(x-(“- x )) m = a m -™a m -i(n-x)+’!i. m ~lam-2( a . x y .® ,^ 2 ^^.^3 + . 

3 

unde p(=« m -x m ') = -n^-i(a-x) - ~ ~o™-t(a.xyH^an !- 3 ( a .*)3- 

b- 1 3 

c- e 


Exem - 
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Exemplum 4. Sit P = - (a-.v) m = o fa&o x =» o. 

+ ^...^,^3 + _ 

1 12 13 

r„ tn , m «I-I _ - - w tw-2 - , 

(rt-xj m = a 01 —— a m ~ 2 x 2 —-_j_ 4 

1 12 1 3 

P = 2.-a<n-i x + 2 .--..—a”'- 3 x i + . . . . 

X I 3 

Exemplum 5. Sit P = -a.v-f**), evanefcens fa&o jc=o. 

f cia-\-ax- \-xx) — (aa-a x- foror)__ 2ax _ . 

* “ v(flfl+flx+a:a;)+v(fla-flx+xj:) ” v(aa-faar-fa:x)+v(aa-ax4-a:ar) » < l u3e admit¬ 
tit faftorem *• 

Idem patet convertendo in feries quantitates V'( < (a-\-x') 2 -ax') % ^((a-*) 2 ^*). 

4 . 

Exemplum 6. Sit P = a — TYaix, quae evanefcit fafto * = a. 

44 

Tcflxr y^-aifa-x)), quae in feriem converfa, & ab a fubtra&a, refiduum re¬ 
linquit, cujus fattor eft a — x. 

Pariter P = a-l^aa-xx^a-Y^-aatca-xx)), in feriem converfa, offert fa- 
ftorem an-xx = («-*) (<i-r*). 

4 4 ^ • 

P =1 a~V'ax i =:a-Y'(a^-a(a z -x z )) x in feriem converfa, offert fattorem 

fl3_ 3C 3 == (a-jc) (aa-\-ax+xx)* 

m n» 

Generatim P—a-Y' a n, “ n * n = a - l^(a m - ( n n - )) * in feriem converfa, 

offert faftorem a nr -x ir , qui admittit faftorem a-x* < 

Exemplum 7. Sit P = V'{ 2 <iaxx^x*')-aV'aax y quae evanefcit pofito x = a. 

r(ianxx-x*)) = r (« 4 - (aa-xx)*) = aa -£. J (««-**) 4 .i.4( aa -»0 6 . 

1 011 12 « 6 1 ? « IO 

a/W ==fl>^a 3 -0sO*-*)) =uia-|.aCa-x)-|.|.(rt-jf) 3 -|.|.|.(f^Oi. # > 4 

Subtra&ione facte remanet fa&or 0—«** 

Exemplum 8. Sit P = .v+fin. * = o, quando x~ 0. 

Quoniam fir^jc = x -- —x 7 + .... 

1.2.3 I -S I -7 

*4-fin. x — 2 x -— x 3 H—l_x 5 - l—x 7 — .... 

1.2.3 1-5 1-7 

*-fm.* = -JL_*3_L* 5 4-_L* 7 — 

I,2 -3 1...5 1...7 


% 


Exem* 



Exemplum 9. Sit P = e x — e~ x = o, quando x=o. 

P = 2x(—-\ - l -r* 4 + . . . .) 

V 1.2 I.2..4 I ...0 


§. 148. i°. Sit P funftio variabilis * evanefcens cafu x = a, quae igitur 

reduci poteft ad formam (x—a)p'; non autem evanefcat P cafu x = a, nec 
proinde p' reduci poflit ad formam (*— a)P ; fed cafu x = a determinatum 
obtineat valorem A. Quaeritur hic valor. 

Ob (AT-fl)p'= P; fit differentiando P'+(*-a)^- ~ : 


a p 

unde A = —, quando in expo- 

ax 

nente differentiali — quantitas conflans a loco mutabilis * fubftituitur. Bre- 
dx 

vitatis caufa defignet valorem exponentis diflerentialis quando in 

eo loco x quantitas conftans a fubftituitur. Fit ideo A — 


2°. Pariter fit Q= (*—a)Q‘, nec Q' evanefcat cafu x = a; valor determi¬ 
natus B , quem Q' recipit cafu x = a, eft B = 

a ( 6P \ 

3°. Tum vero cafu *=« fit 


\da: 


) = 

dP 


Exemplum. Sit P = * m -a m , quae evanefcit fafto — mxm-\, 

& ° 0 ?') = = A Pariter fit Q = quae evanefcit fafto * = «: 

= nx"-i, & = (W"-i = B. Hinc ^ 


§. 149. i°. Quodfi (§. 148. i°.) etiam P' evanefcit cafu v=a; proinde- 

que eft p'= (*-«)?; fed p"non evanefcit cafu *=fl: eodem modo confequitur, 
valorem determinatum A, quem P" cafu x = a obtinet, effe A = tt (^-'). 
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Atqui ob P' + (x-a)~ = 4^ 
djc &x 

eft icr+<*")*£- & P^decafu *=», & 

4 = _LY—\ 

1.2 'd* 2 ^ 

2°. Pariter fi (§. 148. 2 0 .) etiam Q'= (jc-«)Q", nec Q* evanefcit fa&o 

x = a; valor determinatus .5, quem Q"cafu x=a obtinet, eft B= J_ a /^dQ\ 

1.2 v dx 2 > 


°* Tum vero ^ fit 


cafu x = a. 


3 . ium veli/ —v,— - ~ w ~ W ) — //> UL — — CaiU A = «. 

q (jt-o/.Q 7 q ^ 

Exemplum. Sit P = a«+i->(«+i)ajc n + n^n4ri 

= -.«.»-fiajf n -i4-».«+ut^=o, facfto *=a, 
dx 

= - n. n -1. »-4-ia* n -3 + n.n. ,»-f 1 * n “i. 
d* 2 

T£ 0 =M -’ i+ia "‘ l=2 ^ 

Pariter fit Q = anM-i-(wH-i)a* m +w* m +* 

= m.m+ia™-i= zB. 
a /ddP>. 

unde ^ = ii^y = _”-” +1 . a n- m 
B m. w-f-i 

§. 150. l°. Quodfi (§. 149. i°.) & P" evanefcit cafu x = a, & proinde 

eft p" = (x-a)p u '; fed P’“ non evanefcit cafu x = a: eodem modo confequitur, 

valorem determinatum A, quem P^cafu x =2 a obtinet, elfe A=. 


Sed propter P*+(*.*) 


dP^ = dp‘ 
dx dx 


^ 2 ,u> + Cjc ' 0) ^f- = > 9 U * Mo *=»> e ft ^ = iVCa^)' 


22 1 


et propter 4 P + (-^=gr 


n. _ddP , , .d 3 p' d 3 P s 0/ddP'\ a/d 3 P\ 

eft 3 d __+ (j( . fl )_ 3 . = & 3 (^t) = (ajr;. **■* 


A = 


ar d 3 P' 


)• 


1.2.3 ^dx 3 

2 0 . Pariter fi (§. 149. 2 0 .) & Q" evanefcit cafu x = «; ac proinde eft 
Q u =* (oc-fl)Q’; fed Q" non evanefcit cafu x — a: valor determinatus i?, quem Q 
cafu x= a obtinet, erit B — _1 — 

1,2,3 «/d 37 »v 

■P^_ (x-a) 3 P"\ _ P" fi . VdxV 

W ~ Q"’ K JB~ aM 


P f 

3°. Tum vera — f = 


(x-a) 3 QV Q 


•asy 


Exemplum . 


P = fl(x-rt) 3 (:o: 4 -aa) 
<p = (x-n) 3 (x 3 +« 3 ) 


— 1.2.3. 2« 3 ^=2fl 3 


*(££) = 1,2 - 3 - 20 


3 i? = 2« 3 


B 


a/d z P\ 

_yx* J 

W' 


§. 151* Si rurfus (§. 150.) p"& Q"’evanefcunt, pofito x = 0,‘ & proinde 
funt p" = (x-a)p l \ Q'= rx-«)Q ,v ; ita tamen ut /> v & Q lv non evanefcant cafu 
x=a; fed /> ,v & Q ,v hoc cafu valores habent determinatos A, B : erit 



§. 152. Generatim. Sit P = (x-n) m P', exponente #» denotante numerum 
integrum pofitivum; & p' non fit divifibijis per x— a, 

Eri £ *? = .«(x-ar-i.P' 
d# 

+ 

ddP 

$ da? 2 


n 2-2 


^~ = m.m-i(x-n') r 1 '- 2 . P' 

+ 21» («-»)•*.£ 

, m» ddP' 

+ (*-»)"•> ^ 

d 3 / J . 

*j-=- = fli... w-2(x-a) m ~3. P 

dac* 

+ vn ^ 
d* 

+ 3^ (x-a) m “i.^ 


f»...f«- 3 (x-fl) n, “ 4 . P' 


d z>' 

+ ... ffl - 2 (* - 

dx 

4 * 6 m ... w - 2 (x - 

dx a 

, / T d 3 P' 

+ 4 W ‘d^T 

, > d 4 / 3 ' 


= #w... m - («-1).(jc-n)™-n _ />' 

4- ”w... w - (*x-2).(x-a)»*Kn-i) # 

+ ”. I!! 1 w. • • w - (*-3).(*-a) m -(n-2). 
I 2 

4 -” ..m- («- 4 ).(jf-fl) m “M. 

i 3 


(x-o) m . 
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d m P 

dA m 


+ 2 (Jf-o) 


dx 

, m m-i , ddP 

3 («y.j-r 

, m w-2 / d 3 P 

+ r ._»„.4( JW i)3. a _ r 


+ — m 

i 


+ 


(\-a') n ‘.- I 


dm-li-' 

d*™- 1 
d m P^ 
d.v m ’ 


Proinde A = 


fl/d m P\ 

vtti ' 


1.2...*» Mjc' 

Pariter fi Q = C*-n) m Q\ 

<yd m P\ 

J» = : ^ 

1.2...»» # fl/d m Q\ 

i 

§. 153. Sit nunc P = 0-a) n >, denotante « numerum integrum pofiti- 
yum. Fit ideo P" = (*-«>", 

ST = 

unde 

1 n Sa/dQ n \\. 

Sit pariter Q = (x-a)"q: erit Q" = (*-o)j“, & 5 = ^ ,y • 


unde ^ z= y- 
B 


0/dP"\ 
vd* ' 


n/* dQ n \ 
^d* ' 


m 

l54 . Sit tandem P = (x-a)~Zp, ideoque pn - 

»< xg?)— 


Sit 
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Sit quoque q = (x-a)n q - ideoque Q» = («-: erit n (' d ! "^') - r .,,. - 


Yd" 1 / 7 " \ 
^ H v-m ^ 


Unde — =• 

B* 


dx 1 


__ f <$£ 

a/ d m Q« \ B 


a = r 


^dx m "' 


‘afd m P n \ 

^"dw 


J£?)J 

Exempla. Sit P = 7^(xx -oa)-(*-«) = Y'(jc-d)(y % \ (x-f ci) - K(* - a)); 
proinde p =: ^(x+a) - V^(x - a). 

Erit PP — 2 (ar-a)(ar-v(xx-aa)) 

dx ~ =* (x- v*x-aa)+2(x-aXi- ■* -) = 2(x- v(xx-a^) + 2(x-a) -2V^l£) : 

tinde -4.4 = za , /l = V 2 a. 

Sit p = v(x3-a3) - (x-a)vx = v(x-a) (v(arir4-ax+aa) - vx(x-a)) 
pp = (x-a ) (2xx+aa - 2V(a?(x-a) (xx+ax+aa) ) 

dx V*(>-fl) (**+ajr+<w)) > 

^ v(*(*,v+a*+<««)) 

proinde BB = 2«a, B «= aV 2 . 

,. y/' 2 a i 

hinc — = —— = _—. 

B av^2 S a 

§. 155. Obfervatio. Ex formula (§. 152,) 
d m P _ 

I P 


d* m 


+ - . f» 

I 


. a(x-fl). 


dP t 
cG 7 

d 3 i* 


+ ^.. f ^.w... 4 (x-a) 3 


d * 3 


1 


{x-fl) n 


, T d m -^ 

d;c m “ l 

d m P' 


(jc-ojm fequitur, quantitatem w • 


.1^, 

quae 


\ 
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miae eft limes pofterioris membri hujus aequationis, limitem eflfe etiam expo- 
** d. m y^ - Ii- d m P 

nentis differentialis feu A = —— lim. d> . 

d W P d m J P 

lim.'—- -j—; 

Pariter £=——lim.^; unde d- = — d- = 

I.2...W dx m B i: m 

d* m d* m 

Hanc obfervationem paucis exemplis illuftrare haud alienum abs re erit. 
dP — r dP 

sit P = 02if; *!* ~ C ° lim.|fj = lim. c -2tf = r. 

&lt Q x ’ d _£ _ j d< ? i 

^ dx ” I * dx 


= fec .«* 

d * lim. ^ = lim.fec. *.*'= r. 


P tang.x ~ u «£ 

Slt q = x~’ ^2-i 

^ dx 1 dx 


Sit S fumma progreflionis geometricae 5 = i + x + x 2 + * 3 -f.. : eft 

__ i^ n —. * n '— 1 prouti progreflio decrefcit, aut crefcit inde ab unitate. 

5 I- —X X- I * 

Quodfi autem feries propofita neque crefcit neque decrefcit; feu fi feries pro- 
pofita terminis condet inter fe aequalibus: fit S = " = '~- 

Dico autem: methodos, quibus progrefiionum geometricarum fummae ia* 
veftigantur, ad hunc cafum non pofle applicari. 

Prima methodus eo redit, ut inferatur (ex Prop. 12. Lib. V. Ekm .): fumma 
omnium terminorum excepto ultimo eft ad fummam omnium terminorum ex¬ 
cepto primo, uti primus terminus ad fecundum. Unde, cafu aequalitatis omnium 
terminorum, fit S—i : S- 1 = 1 : 1, 5 —1 = S—i ; quae eft aequatio identica, 
ex qua nihil concludi poteft: & fi computus ulterius continuetur, fit 
x—1, S= 1 1 , quae eft expreflio indeterminata. 


Transeo ad alteram methodum. 

Sit 5 = i+x+x*+x* + x*+. 
erit Sx =» x+* 5 +* 4 +* 4 +- 

unde S(x-i) = -1 + x" (fi progreflio crefcit) 

1 —x" (fi progreffio decrefcit) 


1 


2l6 

Sit autem feries neque crefcens neque decrefcens: erit 

<S =* i + i + i + i +-4-i 

S. I = X + Z + X+ ....+ I+ I 
»S(i-i)=2i — i S = , quae iterum eft 

i—i 

expreflio indeterminata. 


Cum autem ratio aequalitatis limes fit tam rationis decrefcentis x : i (po- 
fito x > i), quam rationis crefcentis x : i, pofito * < i; pariter fumma termi¬ 
norum fibi invicem aequalium tam limes eft parvitatis fummae decrefcentis toti¬ 
dem terminorum in progreflione geometrica a primo inde prioribus aequali cre- 
fcentium, quam limes magnitudinis fummae crefcentis totidem terminorum in 
progreflione geometrica a primo inde prioribus aequali decrefcentium. Unde 
fumma terminorum fibi invicem aequalium (quamvis feriem geometricam non 
conftituant) elici poteft ex fumma totidem terminorum ab eodem primo ter¬ 
mino in ferie geometrica progredientium; quaerendo fcilicet limitem fummae 
hujus progreflionis, quatenus exponens progreflionis ad unitatem accedit. 


«S = 


Eft nempe 

* ~ I * - I I I 2 13 14 

cujus feriei limes parvitatis eft n. Sed hic limes eft feries totidem terminorum 
priori aequalium: ergo fumma n terminorum unitati aequalium eft n. 


Pariter fit S= i-fz*43* 2 44* 3 45*44-. . ,-f» *n-i 
Sx =s jrfa**+3*s +4JP 4 + ... 

S-S*=i 4* 4- x 2 4 x 3 + * 4 4...4 jf n ~i - n x n 

Sx-Sx 2 = x + x 2 4 * 3 4 * 4 4...4 * n_I 4 x*-nx*+i 

S - 2&t+Sx* = I “( w +l)^ n +«^ n+I =«(^ n+I -A: n )-(Arn-i). 

Fafto * = 1 , erit ^((i- i)-(i - 1) = (»-»)-(i-i)); ex qua expreflione nihil 
deducere licet. 


Fiat autem jfrriq-s, & quaeratur limes expreflionis 


«(x n 4l -* n ) - ( x n -!) 

- —-• ent 




6 es 
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S = "J 1 12 1 

l-(i+--a+-.^l2 a +—- 

I I I 2 I 


— I a 3 +. 
3 

71-2 

T 




\1 I 2 I 




£3 

= w«w+x ^_ 0 w-i.«.« + !, . n-2-n-i ...«+ i K a q. 1 ,,. cujus limes eft 

1.2 ' 1-2-3 I....4 J -2 

Eademque computandi methodus ad plurimas feries applicatur, numero¬ 
rum nempe figuratorum, & generatim terminorum ad differentias conflantes 
perducentium, eorundemque per terminos feriei alicujus geometricae multipli¬ 


catorum. 


§. 156. Hinc intelligitur, quomodo theorema Taylorianum poflit ad hanc 
inveftigationem adhiberi. Scilicet fit P- JL; fitque P funftio integra ipfius x. 


Sit A* valor ipfius 
Ajc refpondens erit 


-a, praecedens valorem x-a= o: valor ipfius P huic valori 
AxdP ^x* dd/> + A * 3 d 3 P + . 

1 dx 1 1.2 dx 2 + 1.2.3 ’ 


• nde P= dP Ax_ddP +cujus limes eft 

pioinde d* + 1.2 dx 2 + 1.2.3 d* 3 d* 

t? j -nrtrin o' — dQ , A* ddQ Ax 2 cujus limes eft ; 

Eodemque modo - ~^+ “dr» + 1^3 d* 3 J Mx' 

”” de »■ <is> 

Eodemque modo fi fl (^) = o, & "(3?) = 0: erit ^ = 1^33^’ & 
fic deinceps; quousque ad exponentes differentiales fimul non evanefcentes 


perveniatur. 

§. 157. Huc pertinet determinatio (fi poffibilis fit) differentiae expreffio- 
num infiniti feu impoffibilis, quae prodeunt, dum operationes quaedam ultra ca- 
fus, ad quos quadrant, extenduntur; feu exprefliones |-i, oo-oo, (1-1)00, 
oX°°, oXj; quippe quae ita redeunt ad §. 

Exempli loco fit applicatio refolutionis frattionum, quarum deuominatores 

F f 2 fafto- 
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faftores habent a fe invicem diverfos, ad cafum, quo'fa<ftores hi fiunt inter fe 
aequales. 


Nempe — = W_i_O fafto 

x-a x-a i x a-a''x-a x-a 


autem a = a, 


fignum impoflibilis nos monet, refolutionem propofitam effe impoffibilem; 

& quaerenda eft differentia'duarum expreffionum impoffibilium —r-— 1 —, 

T _ a-a x- a 


i i 
a-a x-a' 

Eft autem —i-i =-—-rr —-— -—v-r h 7 -r* — /-—„ - 

x-a x-a-\-(a-a) x-a (x-a)~ (x-a) 3 (x-a) 4 

I ( I _I_\ _ I / a-a' (a-a ') 2 fa-fl 1 ) 3 _ ^ 

a-a''x-a x-a' a-a '(x-a ) 2 (x-a ) 3 (*-a ) 4 


- i _ *-* , C a - a 'Y~ 0 -«') 3 , 

. „ _ _\2 r / „ } /~ TT/1 I • • • • 


Pariter - —i - *=-—} 


I a-a (a-a ') 2 

(x-a ) 2 (x-a ) 3 (x-a ) 4 

i 


- (x-a) 


- cafu, quo a=a\ 


x-a. x-a . x-a a-a . a-a x-a 

a - a. a - a x-a 


+ — Z-r —T ■■ , -V t 

a - a. a - a x-a a-a . a-a .a-a v x - a x-a x-a y 


= *, , / a -°._ n “ a 
a-a'.a-a\a -a\r-a x-a ’ 


— r-*, __ v\ 

'‘X-a’ x-a'y 

= i (Ji__!_•) __1 ^___M 

a-a^a-a^x-a x-a 1 '' a-a'.a-a \x-a )-(a-a ) x-a 1 ' 

- / *, -,) = _ 1 ( 1 - 1 N 

n-a".a'- a'x-a x-a " a-a".a-a''x-a' (x-a)+(n'-ay 

= —^ / _ q - ql ( a -°' 2 , fr - o » r fr -*‘) 4 , > 

a-a.«-a (*-„')*+ (x-a ')3 + «^-a 1 ) 4 ' ' ' ’ ’ 
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_ r r i , (a-a ) 2 (a-ny 

0-a')3 T * * * y 

_i_/ I g-q (fl-a")* (g'-g " ) 3 ) 

(jf -*?) 3 (aT-u ) 4 (X-g ') 5 

i / g-g" rg-g r yg-2g , + g) (a-a")((a-a'y‘ (a-a )(a -g)-f(g'-gV , 

"" a-a ^ (jc-g’) 3 "^ (at-o 1 ) 4 (jf -«) 5 

_ 1 g- 2g , 4-g” , 

(jc-g 1 ) 3 (x-g ‘) 4 


a-a.a-a x-a 

Unde pofito g= g‘=g", fit -f-,—^-r-„.-^-i = . —-V, = — 

a.a.a-a x-a (x-a ) 3 (*-a ) 3 

I I 

4-~ » »•—■> 

g - a.a - a x-a 

Expulfis igitur impoffibilitatis fignis, coafta calculorum ad cafus, ad quos 
non quadrant, applicatione introduftis, reftituitur expreflio realis -—L quae 

yX -Oj 

in exprefiiones impofiibiles fuerat refoluta. 

Idem dicatur de refolutione impoflibili fra&ionum . 1 — , -— -. (g) 

(x-a) n (xx-2axcoi.ai-aa)n 

§. 158. Progredior ad nonnulla exempla, quibus differentias propofitae 
quantitates transcendentes comprehendunt; eaque defumta ex Euleri Injlitu- 
tionum calculi differentiatis parte pofteriori Cap. XV. 

Exemplum primum. Sit funftio —— *_, cuius termini _ 

X-I log.x X-l 1 Og.JC 

fiunt l feu oo fafto x =: i. 

Sit _£_ _ *log.*-(.r-i) = P 

x-i log.x x-i.log.x Q 


(&) Applicationes inter huc usque traditorum notari inprimis meretur fra6lionum ratio¬ 
nalium , quarum denominator faftores habet tam limplices quam compofitos , tam: rea- 
les quam imaginarios, in alias refolntio a celeb. Euls.ro in Injiitutionibus calculi 
differentiatis Cap. XVUI. expofita. Quamvis enim refoiutio haec methodis mere 
elementaribus (etiam absque methodo indeterminatarum) generaliter inftitui peflit; 
propofitiones capite hoc Habilitas mire eam juvare ac concinniorem reddere non eft 
diffitendum. 
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Erit ^ = log.x+i—i=log.x = o, fafto x=i 


Hinc 


ddP __ i 

dx 2 “ x 


ddQ 

dx 2 ” j, 

1 ' 1 \ 

\d xzj 

'(§) 


I_ x -1 

XX XX 


= o, fafto x= i 
= i, facio x — i 
= 2 , fafto x=i. 


Exemplum fecundum. Sit funftio —- — —, cuius quaeritur valor cafu 

x[e2 *-ij 2 xx 

quo x = o; & proinde uterque terminus impoflibilis. 

2- = C*+l) -( l-x)Q**) 

Q xx(f2*-i) 

~ = i+(2X-i)* 2X = o, facio x=o 

ax 

= 2*(*2s-i)4-2xx* 2* = o, fafto x=o 

ddP 

fl~2 = = o, fafto x=o 

= 2 ('“-i) + 8«»+4**fS* = o, fafto *=o 

d 3 P 

= 4 f * x + 4X^2* — 4, fafto jc = o 

= i2e 2X + 24X£^+8 .vj;c 2* = 12, fafto *=o. 

<vd 3 /\ 

Hinc _ dx 3 ' A j y 

° cg §~* 


Aliter 
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Aliter «»*-i = 2 * 4 - — x*+ Jrl^3 + + 

i-2 1.2.3 1-4 

I I - AT I f- 1 

lunc 


_ _ 11- _ 

.v(e2x- 1) 2 xx 2 xx 11+ ^x+ -^-xx +— * 3 4. 

L 12 i - 2 -3 1-4 - 

*(i4-— * 2 4-— * 3 4-....) 

1.2 1.2.3 I...4 7 

2x(JL + J^x+^x 2 4-—x 3 +....) 

1.2 1.2.3 i-4 1—5 _ 


-O-*) 


_I 

2xx 


I 

2 xx 




•X 3 -f- . . . .) 

L p 


1+ -~ x + - Z 2 - X 2 +- 1 - X 3 4- 
1.2 1.2.3 I.»4 


T 1.2.3 i*..4^ v i...4 1 

l + ±x+jLx* + jL x 3 + .... 

1.2 1.2.3 I...4 

Exemplum tertium. Sit —- 1 - funftio ex duobus terminis impoflibi- 

xx x tang.x 


fafto * = o. 


libus compofita, fafto x=o. 
ir p __ tang. x—x 

Erg0 Q xx tangat 

fL^ = fec. 2 x-i 
dx 

^ = 2x tang.x+xx fec. 2 x 
dx 

= 2 fec. 2 * tang.x 
d* 3 


= 2 tang.x-f4x fec. 2 x-f2;ra: fec. 3 * tang.x 
^ = 4fec. 5 jc tang. *x+2 fec . 4 x _ a> laCTOX = £ 

llS = 6fec. 2 *+i2*fec. 2 *tang.*4-4xa:fec. 2 xtan£. 2 x 
^ "bixxfec. 4 * = 6, fafto xr=c 


= o, fafto *=o 
== o, fafto *=o 
= o, fafto x — q 
= o, fafto x 3= o 

= 2, faftox= o 


Unde 4 = b **&> »=<>• 

JO 


Aliter 
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I — * 4 ■— —— X 6 -f- , 

I COl.Jf__ 1.2 1...4 I ...6 

1-3 i—5 1-7 


1 - —xx+^—x*- 


6 +.... 


n a- A.*~r ---r*~ 1 • • . . 

hinc J = JL (I -Li__L^4- h* -) 

Q ** 1- J—XX+J—x*- JL*6 + _ 

i-3 * -5 i-7 


J ——_ 

i-5 i-7 _ 

1 - - —aca?4-_1—x 4 — 

1 - 2-3 *—5 


— I , facto x — o. 


Exemplum quartum. Sit — •- 7 -^~—- funttio ex duobus terminis impofli- 

2x x(e* + i) r 

bilibus compofita, fa&o x = o. 

Igitur 2— = f l 1 -. 

6 Q *(** 4 -l) 

dP , n 

-— = = i, facto x = o x - 

d* 

= £ x 4-1 ~hxe x =- 2, fa&o x = o: 
djc 

bine 2^ = i, fafto jc = o, feu ~ 


Aliter e* + i = 24 -*+ — 
1.2 

X ^ 

+ —+- 

1.2.3 



x+^l + J 0 * 


. X X* . 

14-_4-_ 4 -... 

hinc 1 — 1 - 1 

1.2 1.2.3 

i 

1.2 1.2.3 

2* *(i»+l) 2* 

v 3 

24-jef— 4 - 4 -.. .j 


X 2 

2 4 - x 4 - -? 


1.2 1.2.3 

1 

L 1.2 J 


facto x = o. 

§• 159- Cafibus explicatis, quibus quoti ^ fiunt determinati; paucis per- 
ftringam cafus (non fatis haftenus obfervatos), quibus lignum § abfolutam in¬ 
dicat in determinationem. Quod ut luculentius faciam, ab exemplis quam fim- 

pliciffimis ordiar. 


Exetn. 
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Exemplum primum. Sit m : m ratio data duarum quantitatum x, y; & fit 
n : n ratio etiam data earundem, poftquam quantitatibus datis b auctae fuerunt 


na - nb 

w ma-mb 

m X —|—p- 

X + ci — n X —i— 

nm - n m 

nm - nm 

1 na - nb 

, , 1 m'a-mb 

mX —i—r- 

x-\-b — n X —i—i . 

nm - n m 

nm - n m 


Tam vero fit a : b = m : m. 

J , i t > 

Quoniam a; : y = m : m : erit * + a : y-\-b = m : w ; ideoque n:n — m.m. 

na = nb x = a X % x + o = a X § 

^ na = mb y = b X § y 4 - b = b X % 

Atqui ratione quantitatum a & b rationi quantitatum x y aequali pofita, 

patet: quantitates x & y e(fe pofle qualescunque, feu eas efle indeterminatas; 
proinde hoc cafu fignum § abfolutam indicat indeterminationem. 

CafiLus, quibus quantitates x & y funt determinatas, quantitas x (v. gr.) 
determinatur aequatione mnx -f mna = nm x + nmb. 

Atqui pofito m : w'= n : n\ eft nm — mn; ideoque termini mnx , nmx funt 
invicem aequales: unde debet efle mna=:nmb 9 feu «'a = nb, & a:b = n : n : 
duae exprefliones mn'x + mna , nmx + funt ideo identicae, & nihil ex illis 
deduci poteft, quod ad valorem quantitatis incognitae x, cafu, quo 
tn : m' =s n : n = a : b. 4- / • 

Exemplum fecundum. Proponantur duae aequationes ^ ^ ~ ^: fit 

x = P±pP^ j y — P a "ii 7 -?. Quamdiu non eft ab'=a'b 9 feu a:a'= b:b; duae 
ab — ab ab — ab 

quantitates incognitae x, y aequationibus praecedentibus determinantur : _cafu 
autem, quo a : a' = b : b', feu a = wa, & fimul b ' = nb; fit mx ^. n by =2 p * 
uade p' = np, & p'b=*nbp = pb'; fit ideo x = %, feu quantitas indeterminata: 
& fi non effet p'=np; figni * = introduftio quaeftionis propofitae ira- 


poflibilitatem nos doceret. 

Eadem applicari poflunt ad quaeftiones, in quibus tres aut plures quanti¬ 
tates incognitae occurrunt. 

Exemplum tertium. Exemplo primo prorfus analogum eft hoc alterum. 

Gg Detur 
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Detur fumma a quantitatum x, it m fumma b quantitatum y , y'; den¬ 
tur etiam rationes tam quantitatum * & y, quam quantitatum x', y': & 
quaerantur quatuor hae quantitates. Si ratio fummarum datarum a, b aequalis 
eft rationi datae quantitatum x, y: ratio quantitatum y' exinde ita deter¬ 
minatur, ut aequalis fit priori rationi datae quantitatum y; & hae quanti¬ 
tates poffunt effe quaecunque in ea ratione data, quae indeterminatio fymboli 
§ introduftione indicatur. 

Quantitates datae numero pari a, b , r, d ... . fint fummae 

aut differentiae quantitatum x ,x\ y,y\ v,v l . . . . Dentur etiam 

rationes x:y , y':z, zw, v'\x. Fieri poteft, ut 

quaeftio fit indeterminata. 

Inter applicationes geometricas propofitionis hujus ad indeterminationem 
ducentis tres fequentes indicabo, quae quafi fponte fe mihi obtulerunt. 

Figurae reftilineae pofitione ac magnitudine datae infcribenda fit figura re¬ 
ftilinea cognominis perimetri omnium minimae. Cafus, quo figurae propofitae 
numerus laterum eft par, ita eft indeterminatus* ut, fi problema propofitum 
poflibile fuerit, folutionum numerus nullum habeat limitem: & facile eft inde- 
terminationis hujus nexum cum cafu praecedente oftendere. (Vid. Relatio mutua 
capacitatis Ef terminorum figurarum. Varfaviae 1782.) 

Pariter circulo dato infcribenda fit figura reftilinea, cujus latera per pun- 
tta pofitione data transeant. Problema hoc cafibus quibusdam etiam fit in¬ 
determinatum, uti oftendi in differtatione, quam de hoc eleganti problemate 
ad Academiam Beiolinenfem ante aliquot menfes transmifi: & indeterminatio 
haec ad eundem omnino fontem poteft reduci. 

Idem contingit, quando figura reftilinea cognomini figurae reftilineae ita in¬ 
fcribenda eft, ut latera ejus perpunfta pofitione data transeant, aut fint reftis 
pofitione datis parallela. 

Sed miflis hisce quaeftionibus magis arduis transeo ad exempla geometrica 
fimplicitate fua commendanda. 

Sit cuculus, cui infcribenda fit linea refta, quae per punftum pofitione da¬ 
tum transeat. 

Sit 
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Sit C centrum circuli, cujus radius fit r; fit P punftum pofitione datum, Fig.4». 
cujus diftantia CP a centro fit a; fit XT refta magnitudine data infcribenda 
= 26; & fit CZ ipfi XT perpendicularis. Omifla analyfi & conftruftione geo¬ 
metrica (quibus hic immorari a fcopo foret alienum) exponam tantum calculum 

algebraicum, quo fit fin .C'PZ = — — LJlIZ b 3 , Fiat autem b = r, & proinde 

CP a 

refta infcribenda transeat per centrum; fit fin ,CPZ= P -: eodemque cafu pun- 
ftum P propius propiusque ad centrum accedat, & cum eo tandem coincidat; 
ita fit fin .CPZ = §: & cum hoc cafu unica fit conditio, nempe ut refta du¬ 
cenda per unum tantum punftum datum transeat; fignum hoc indicat indeter- 
minationem politionis lineae magnitudine datae. 

Obfervatio. Si fuiflet t;antum a = o,.non autem 6 = r: foret fin .CPZ = 

V'(rr-bb')' ^ i 10C fymbolum efiet fignum iinpofiibilitatis (Cap. IX.). 
o 

Alterum exemplum. Sint duo punfta pofitione data; fit & tertium punftum Fig.43. 
pofitione datum, per quod ducenda fit refta talis, ut perpendicula ex duobus 
prioribus punftis datis in eam demifia fint inter fe in ratione data. 

Sint A, B duo priora punfta data; fit P tertium punftum datum: & quae¬ 
ratur refta PX, in quam demifia perpendicula Aa, Bb fint inter fe in ratione 
data. Agatur refta AB, & dividatur in C in ratione data: refta PC eft refta 
quaefita. Ut problema fit determinatum; necefle eft, ut P & C punfta fint di- 
verfa: fi fecus eveniat, unicum datur punftum, per quod refta ducenda fit, & 
proinde pofitio ejus eft indeterminata; quod calculo etiam indicatur. 

Sit AC=a, PC = b , AP=c ; in triangulo APC fit fin.C =* 
y^fa-\-b±c a-\-b - c a - b+c - a+b-\-c \ 

= - ^2 - 2 _ 2 _ 2 Ratione data manente eadem, feu ea- 

ab 

dem manente AC , evanefcat PC: fiet AP — AC, feu a = e, & b =0; unde 
fin.C = 2%: quod fignum indicat, omnes reftas per C duftas conditioni propo- 
fitae fatisfacere. 

Haec polfent ad numerum quemcunque punftorum pofitione datorum ap- 

Gg 2 plica- 



Fig«44- 


236 

plicari; & huc quoque revocatur indetcrminatio, cui anfam praebet problema 
locale, quod expofui in opufculo meo infcripto: Polygonometrie , pag. 72—93. 

Indeterminatio haec, ubi occurrit, afife&iones quasdam generales quanti¬ 
tatum, quae locum ei praebent, poteft indicare. Sic v. gr. poftremum exem¬ 
plum intime conneftitur cum proprietate centri'gravitatis, de qua vide §. i25fq. 
Sufficiat paucis exemplis elementaribus affiertum hoc iterum illuftrare. 

Circulo dato infcribendum fit quadrilaterum, cujus anguli dantur. 

Sit ABA'B k quadrilaterum propofitum, infcribendum circulo, cujus cen¬ 
trum C & radius CA. Agantur radii CA, CB , CA\ CB\ 

Sit CAB = CBA = * 

Erunt CBA' = CA'B = B~x 

CA'B' = CB'A = A' — R+x 

r CB'A = CAB' = B'—A'+B—x = A—x. 

Unde angulus x fit indeterminatus: & iimul A -f A' = B -\-B'; feu ,difcimus, 
fummas angulorum alterne fumtorum elTe invicem aequales. Idem valet de 
quavis figura reftilinea numeri laterum paris, circulo infcribenda. Huc etiam 
pertinet cafus indeterminatus problematis in Geodaefia tantopere utilis; quo, tri¬ 
bus pun&is pofitione datis, quaeritur quartum punftum, obfervatis ex hoc pun- 
&o angulis, fub quibus mutuae priorum punftorum diftantiae apparent. 

Idem dicatur de fummis laterum alterne fumtorum figurarum circulo cir- 
cumfcriptarum. 

Sint A y B, C latera alicujus trianguli 

ciy by c anguli his lateribus oppofiti: quamdiu latera A & B funt 
invicem inaequalia, ac proinde etiam anguli o & b invicem inaequales; eft 
tang.fl^ : tang.— = A+B: A-B: data igitur ratione (inaequalitatis) late¬ 
rum A&By & data differentia angulorum a b, determinatur tangens dimidiae 
fummae horum angulorum per aequationem tang.^t^ = tang.— x d.dJl. 

Sint autem latera A, B invicem aequalia: fit tang.^ 1 ^- = tang.^* X & 

2 2 

hoc foret fignum impoffibilitatis, nifi effet fimul a = & tang.^-^ = o: unde 

2 

tang. 
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tang-.—^ = §• Signum ideo indeterminationis § nos monet: quod, fi nulla fit 
laterum differentia, etiam nulla fit angulorum oppofitorum differentia. 

Idem dicatur de altera propofitione, quae unum eft etiam ex praecipuis 
trigonometriae planae fundamentis. Sit B bafis alicujus trianguli, in quam ex 
vertice oppofito b agatur refta perpendicularis; & fint A\ C' fegmenta bafis 
lateribus A & C adjacentia. Quamdiu A & C funt invicem inaequalia, fiat pro¬ 
portio A+ C: A—C = B i A — C' ; unde A+ C = i? X ~~ : fi vero A'— C\ 
& proinde A = C; fit A+ C= Bx%, quae eft expreflio indeterminata. Nume¬ 
rus nempe triangulorum aequicrurorum fuper data bafi conftruendorum eft 
illimitatus. 

Sed haec fufficiant de re ad elementa pertinentia: nec immoror oftendendo 
nexui inter propofitiones, ab antiquis Porismata nuncupatas, & lignum § cafu, 
quo indicat indeterminationem. 

Caput decimum septimum. 

De theoremate Tayloriano ad functiones duarum pluriumve variabilium 
extenfoi et de rationibus different ia libus atque integralibns 
eamndem funStiouunu 

§, 160. 

£jit P funftio duarum quantitatum mutabilium x, y. Valores, quos funftio 
haec recipit, quando quantitas, x fola, aut quantitas y fola, mutationes Ax, Ay 
refpeftive patiuntur, denotentur fignis X P, y P. Valor, quem eadem funftio 

X 

recipit, quando x & y mutationes Ax & Ay fuccefli ve patiuntur, ponatur v /> • 

pariterque valor,. quem funftio haec recipit, quando y & x mutationes Ay & Ax 

y 

fuccefiive patiuntur, defignetur per *P 

X 

Funftio- y P ex funftione 'p oritur, fi in ea y + Ai/ loco y fubftituitur; pa- 

riterque funftio X P ex funftione y P oritur, fi in ear + Ar loco x fubftituitur. 

x y a 

Proinde duae expreffiones y F, ‘Punum eundemque funftionis P valorem defi- 
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gnant: eum nempe, quem obtinet, fi quantitatum x & y loco quantitates 
y+Ay fimul fubftituantur. 

Quoniam notatio a mathematicis ufurpata, qua exponentes differentia les 
funftionum duarum pluriumve quantitatum mutabilium defignant, minus commo¬ 
da mihi videtur; liceat aliam proponere, calculo (mea quidem fententia) aptiorem. 
Scilicet exponens differentialis funftionis P duarum pluriumve variabilium, qua¬ 
tenus x fola mutatur, denotetur figno *d'P; & exponentes differentiales fuc- 
ceffivi eodem modo fumti ponantur *d"P, x d P , x d‘'P . . . . Tum exponens 
differentialis fun&ionis *d'P, quatenus y fola mutatur, defignetur y d'*d*P; & 
generatim exponens differentialis m t* ordinis funftionis x d N P, quatenus y fola 
in hac funftione mutatur, fit y d M *d N /i 

Quibus fuppofitis, paucis offendam: quomodo theorema Taylorianum, de 
funftionibus unius tantum quantitatis mutabilis demonffratum, ad fun&iones 
duarum pluriumve quantitatum mutabilium extendatur; a functionibus duarum 
quantitatum mutabilium x , y, quae fiant * 4 -Ax, y-f-Ay, ordiundo. 


§• 161. Per theorema Taylorianum (Cap. III.) eft 

X J>= p+~*d‘p+^l*d’i>+^*d-p+*?l*d:'p + J¥l*d'p+. 


1.2.3 


i-4 


i-5 



+ ~ (. 'd'P + , d '*&"P 4 - r d“ *d"P+.. .’) 

I 1.2 

+ i... 4 ^*.. x d"P + = 9 - > , d ,1 d , jP + ...) 

. . >+••••) 

Pari- 







Pariter 
y 
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v= p +^ hp+^xp + ^L* d -p + + ^!>d P + 

1 1,2 12.3 I -4 1...5 

+ y d'P-t-^*d' M'P+ ‘^! x d’)’d'P+ A ^i’ , d" y d’P+^ I 'd" ) d , P+ 1 

1 1 1.2 I.2.3 1-4 *' 

A« 2 r A .. A ..2 . a 2 


+^!( 
1.2 V 


+ 3 l( 

1 —4 v 
i- 5 V 


. . . J d”P + — x d ,y d"p + — ,< d” ) 'd"P +^fi’‘d" y dP4-.. ) 
I 1.2 I. 2.3 

? d"P + — WP + I d"'d"i>+ ...) 

I 1.2 J 


+^L( 

12 -3 - 

. y d "P +—WP+...) 


T d'P 


x y 

Atqui y P= *P; proinde aequando terminos harum expreflionum mutationi¬ 
bus a* & Chj eodem modo afleftos, fequentes oriuntur aequationes: 

y d’ x d'P = x d ly d'P 


y d ,x d'P = x d' y d"P y d’ x d"p = x d* y d'p 

y d"' x d’p = x d ,y d'"P y d" x d"p = x d' y d"P yd ,x d'"P = *d wy d'p 

y d ,vx d'p = x d ,y d‘ v P y d" x d"'P- x d" y d"p y d" x d> = x d ,,,y d"p y d 4x d J p= x d' Vy d'p 

< 3 eneratim y d NX d M P = x d M> d N P. 

Exempla. i°. Sit P = *y. x d'p = y ?d'p = x 

x d"p = o y d"p = o 

y d' x d'p = 1 x d' y d'p = 1. 

2 °. Sit P=*V. x d'P= 4* 3 ^ 3 y d'P—3x 4 p 2 *d' 

V>=m 3 >d 'P= 3 . 2 X *y y d-d'P= 4 . 3 . 2JcSy=M 'y d - /) 

«d-P= 4 . 3 .^ 3 y d”P=3.a.i.* 4 y d'" x d'p =4 . 3 . 2 . w 3 = *d'M”P 

X d ,v p= 4 . 3 . 2 .i.^ 3 


§. 162. 
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§. 162. Ex §. praecedente (infiftendo veftigiis Capitum I. II.) deducitur 
determinatio mutationum fimultanearum duarum quantitatum variabilium x,y, 
atque funftionis ipfarum P; ac fpeciatim exponentis differentialis harum mu¬ 
tationum. Confideratis nimirum funftione P & quantitatibus mutabilibus y, 
tanquam functionibus unius ejusdemque quantitatis mutabilis p; 

erit ^Vpff^Vp. 

dp d p d p 

Exempla. i°. Sit P = xy. Erit d JL = % + (ut notum §. a 6.). 

o-P , d p d p 

2°. Sit P = x*y 3; itaque x d'p = 4 x 3 */ 3 , y d'p = 3 x*yy. 

Erit ^ = 4* 3 .? 3 f- + 3 *V^- 
dp ^ dp d • / " uyj 

Scilicet ut habeatur exponens differentialis ^ > : fumantur exponentes differen- 
tiales dp, y d P; qui multiplicentur per exponentes refpeftive. 

§.163. Data igitur aequatione differentiali ^ = ^X + ^-r- ut aequa- 

dx dp dp ^ 

tioni huic refpondeat aequatio integralis, terminis finitis exprefla; oportet, fit 
*&P, & T= y d 'P{ proindeque y d'X= x d'/^ 
i 


Exempla. i°. Sit ^ x 4- ^ v ir ~ 

dp ~dp + dp' gitur X = *’ T -y : culn ita fit 

fi d'r = o’ contradia:lone,n non involvit, ut aequationi differentiali propofit* 
refpondeat aequatio integralis, quae fit 2P = **+*#. 

2 °- Sit ^ = ^(3 xxyy+y*) + j^y+v^+sf) 


dp 


dp 


Tum y&'X = 2.?>xxy+, x d 'T = 2 .$xxy+w' i ; 
ac fit P= x z yy+ xy*+ y s m 


3°* Sit 




3°- Sit ^(«/ 4 +* 3 <0 + ^(xxyy+y*) 


d* 


X 


4- ^HT. 
dp 


d P 

Fiunt y d'X = 4«/ 3 4 - x 3 , MT = 2xyy, et aequationi propofitae nulla re- 
fpondet aequatio integralis terminis finitis exprefla. 

§. 164. Ex aequatione diflerentiali primi gradus fluunt aequationes difle- 
rentiales graduum reliquorum: quod aequationis diflerentio-differentiaiis exem¬ 
plo illuftrare fufficiat. 

Quoniam -j~. = ^ x d'P4-^ y d’P; 

fequitur ^=^f*d'p+(^)* VP+^ A J\i*d'P 
u d p % dp 2 v d p y dp dp 

+ dy df x d .x d . p+ (^V/H-ddyy d > 
dp dp v dp' dp 2 

, d 'p+(^) J vp+^.i' y d' s d'p+c^) 2 

dp- K dp / dp dp v dp y dp 2 

(^) Vp+2^. f ’d"d'p+(^.y y d*P, r. exponen. 
\ip y dp dp Mp y 

tes differentiales A ~, ^ fupponuntur efle condantes. 
dp up 

§. 165. Ex formula pro duabus quantitatibus mutabilibus §. 161. expo- 
fita, fequitur formula pro funftione trium quantitatum mutabilium. Fit enim 

y *P=P+~ z d'P+— z d’p + — z d"P + — z d>+ .... 

I 1.2 1*2.3 I...4 

+t x ( *d'p+- z d' s d'p-)-— z d’ x d'p+— z d K d'p + . •. •) 

I ^ 1 1.2 I.2.3 

+ %.( M'P+^ z d' y d'P4-— z d" y d'P4--^ z d" y d'P +-) 

I V JL 1.2 1.2.3 


+js?K 

1.2 V 


*d"p +^- z d ,s d"p+^!. 2 d" K d"p +... \ 

I 1.2 ’ y 

M' y d'p+— z d'“d' y d'P+^2^ z d"‘d' y d'P4-. ) 
1 1.2 ‘ ‘ y 

H h 
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+ *£ ( 

1.2 V 

( 

1 . 2.3 ^ 




+ 3 ^( 
1 . 2.3 ' 

+ 3 ^ 


+ y- z d' ) 'd"p + 
*d'p + . 
*d' , d , P + 
*d' y d"P + 
»d'P + 


•) 

• •) 
•) 
•) 
•) 
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1.2.3 ^ 
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Si varietur ordo, juxta quem tres quantitates mutabiles x, y, z fuccef- 
five poffunt variari; fex nempe modis, quibus inter fe permutantur; expreffiones 

xx Y y z Z 

y z x z x y 

Z P, y P, Z P , X P, y P, *P erunt inter fe aequales. Unde varia confequuntur 

theoremata; & nominatim aequalitas terminorum, qui iisdem produ&is muta¬ 
tionum Ax, At/, Az afficiuntur. Sic v, gr. obtinentur aequationes fequentes: 
z d' x d ,y d'P - z d' y d ,x d'p = x d ly d‘ z d'p= x d' z d' y d'p = y d' x d' z d'P= y d ,z d ,x d'p. 
Ex quibus porro nettuntur corollaria analoga iis, quae de funftionibus duarum 
variabilium notavimus §. 162. 163. 

Hinc facilis eft transitus ad fun&iones quatuor, quinque, & plurium quot- 
cunque quantitatum mutabilium. Quare viam indicaffe fufficiat, qua tra&atio 
haec ab idea infiniti liberatur; & quod ad applicationes attinet, qui plura defi- 
deraverit, adeat Euleri Calculum differentialem Cap. VII. & VIII. partis prioris. 

Caput decimum octavum. 

De maximis et minimis ; et de punctis flexus contrarii curvarum . 

{^uaeftiones ad maxima & minima pertinentes adeo frequenter occurrunt, 
non in pura tantum matheli, fed potiffimum quoque in applicata, quae uberri¬ 
mis utiliffimisque earum applicationibus anfam praebet; ut caput hoc fedulo 

evol- 
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evolvi mereatur. Quoniam autem intimus eft ipfarum cum quibusdam curva¬ 
rum fymptomatibus nexus, quorum contemplatio magnam huic doftrinae lucem 
affundit; utrumque argumentum fimul complefti e re effe cenfeo. 

§. 166. Definitio i. Sit P funftio quantitatis alicujus mutabilis *, quae 
fafta x — a m ?j° r fiat, quam fi quantitati x majorminorve valor x+Ax , x-Ax 

tribuatur, utut parum valores hi ab ci differant: valor functionis P valori *=« 

r , . maximus 

refpondens vocatur • 

Exempla. Numerus datus a in duas partes x, x — a dividatur; & fiat pro« 
duftum x(a— x) ex his partibus. Produftum hoc funftio eft unius harum par¬ 
tium v. gr. xj qua crefcente a zero inde usque ad \a crefcit etiam productum 
x{a — x). Eadem autem parte crefcere pergente, idem produftum decrefcit: 
ideoque produftum hoc eft omnium maximum, quando pars x aequalis eft dimi¬ 
dio numero dividendo; feu quando ambas partes funt invicem aequales. 

Contra fi fiant quadrata ex iisdem partibus; fumma horum eft omnium 
minima, quando ambae partes funt invicem aequales. 

Definitio 2. Sit M punftum quodpiam alicujus curvae: ex quo ducantur 
recta curvam tangens TMP ; & refta MP axi ordinatim applicata, cui^refpon- 
det abfeiffa AP. Tum ■ 1 ^ mlta abfcilTa, quae fit ^J p , agantur ^ „ reftae 

axi ordinatim applicatae, quae curvae in punctis, & tangenti in '^y punftis 
occurrant. Si fit N'P' % M'P\ utut parum abfeiffa AP' ab abfeiffa AP differat; 
arcus MM' dicitur concavus verfus axem AB\ & fi fimul fit 'N'P 5 ‘M'P, totus 

arcus 'MMM verfus eundem axem eft ^nvexus' vero dmul NP '< M P ' & 

' N'P<'M'P , quo cafu arcus MM' ^nvexus eft verfuS axem/ * 5, dumarcus ' MM 
eft verfus eundem axem concavus > tum M P unftum fe P arat arcum convexum 
curvae ab ejus arcu concavo ’ & dicitur punffum flexus contrarii curvae. 

§. 161. Hinc jam oftendi poteft nexus, qui fymptomata inter curvarum, 
quibus verfus axem funt, & doftrinam funaionum, qus 

fiunt, intercedit. 


Hh 


minimae 

Etenim 


Hg.45- 
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Etenim quando arcus totus eft verfus axem, ad quem refertur concavus • 
. ^ ’ convexus’ 

fi recta duci poteft arcum hunc tangens, eademque axi parallela; refta axi 

ordinatim applicata ex punfto contaftus ducta JufnoJ- re &is axi ordinatim 
applicatis ad utramque ejus partem litis; proinde ordinata hsec omnium 
mhiinuf e ^' Q uare linatis curvae fumtis proportionalibus funftioni P quan¬ 
titatis mutabilis, quae ipfa per abfcidas AP delignetur; functio P omnium 
maxima 

minima determinatur P er reftam axi ordinatim applicatam a punfto curvae, 
ubi hanc tangit recta axi parallela. 

Quoniam autem, quando tangens axi eft parallela, fit = feu — = o 

dx dx 

(§•930; determinantlir > fl fiat = a* 


§. 168. Si curva propofita, cujus ordinatae funt funftioni P proportiona¬ 
les, unico conflet ramo, qui totus fit verfus axem conca ’ vus : refta tangens axi 

con voxus 

parallela (fi qua fit) eft unica; & aequationis i? = o unica eft radix realis 

dx 

Si vero curva propofita fit undulatoria, ita ut alternis vicibus concava & con¬ 
vexa fiat verfus axem, ad quem refertur: in unaquaque unda agi poterit 
refta tangens axi parallela; & proinde totidem erunt ordinatae alternis vicibus 


maximae aut minimae, quot funt undae curvae propofitae. Multitudo hjec 
maximorum , r , . . au 

minimorum delignatur multitudine radium realium aequationis — o, qui- 
. . cbc * 

bus etiam funftionis p valores alternis vicibus refpondent. 


§. 169. In definitionibus praecedentibus (§, 166.) fuppofui: valorem « 
quantitatis mutabilis x, cui funftionis p valor refpondet, ejusmodi 

effe, ut fumi poffint quantitatis x valores ipfa a tam majores quam minores; 
feu (quod eodem redit) fuppofui: curvam, cujus ordinatae funt funftioni P pro¬ 
portionales, ad utramque ordinatae omnium partem extendi. Fieri 

autem poteft, ut valor a quantitatis mutabilis x, cui fui ^ionis ejus 

Yalorrefpondet, fitfimul& ipf e quantitatis mutabilis * valor: ita ut 

non 
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non poffint fimul accipi valores x + £x y x—&x, feu abfcifiae curvas, his valoribus 
refpondentes; & curva ceflet ad alteram ordinatae MP y abfcifiae x = a refpon- 
dentis, partem. Quod fi locum habeat: ordinatae abfciflis .v-f-A* v. gr. refpon- 

2m+i 

dentes fiunt imaginariae; & proinde functio P radice (*— d) 2,1 vel (a— x) 2n 
afficitur. 

Ut argumentum hoc, quantum fieri poteft, dilucide pertraftem; fingulare 
hoc i^h^imoi^uni 1 S eilus feorfim perpendam: & de iis functionibus, quae non- 
nili poteftates ( x —a)", (a—x ) n , quarum exponens « eft numerus integer pofi- 
tivus, involvunt, unice primum agam; ceterasque aliis potentiis affe&^s demum 
confiderabo, poftquam, quae ad priores pertinent, erunt declarata. 

Et cum adeo arctus fit nexus inter fymptomata curvarum, quibus funt 
verfus axem , & fymptomata funftionum, quibus fieri pof- 

funt; priorem determinationem praemittam. 

§• J 7 0 * Sit M punftum curvas, ad quod dufta eft re£ta tangens TT. 
Sit M aliud curvas hujus punftum , puncto M utut proximum; a quo agatur 
reda M P axi ordinatim applicata, quae tangenti TT* in N' pundo occurrat. 
Tum ex pundo M agatur Mm reda axi parallela, quae redae M'P in m pundo 
occurrat. Ad alteram ordinatae MP partem agatur quoque reda 'M'P y axi or¬ 
dinatim applicata, quae tangenti in 'N pundo, & redae Mm' in 'm pundo oc¬ 
currat. 

Sint MP—ij , M P* = y\ 'M'P=z'y y pp'= 'pp = Ax. 




ifarts N ' M> - Ax * d dy_A* 3 Ax * — 

ltatlS 1 A7 1 M "7~W Hv J ^" i ^•hT.3'”—+ 
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Ergo cafu concavitatis ^ ^ ^ djiJ —^ 

cafu convexitatis ?' M ' = + *fL*. dd ^± +*t.^l + 

N M 1.2 d* 2 1.2.3 dA 3 1...4 (4^4 x * • • • 

Pofito autem, functionem P alias factoris x- a, ipfi x—a refpondentis, po- 

teftates non continere, nifi quarum exponentes funt numeri integri & pofitivi: 

exponentes differentiales fuccetfivi ^|, .... aut faCtore a —a non 

afficiuntur, aut non alias involvunt ejus poteftates, nifi quarum exponentes 
funt integri pofitivi; proinde facto x=a , exponentes hi differentiales aut fini¬ 
tam obtinent magnitudinem , aut evanefcunt, neque impolfibilis aut infiniti 

-—figno afficiuntur. 

(*-«)" 

Quo pofito, ut curva fit ad utramque pun&i M partem concava; oportet 
f sAx 2 ddy, Ax 3 d 3 y Ax 4 d 4 y , \ 

ft “ W'd^ ± i. 1 i-dP" 1 T^-(£^ ± • • • J qaantltas P° fitlva > utut par¬ 
vus fit ipfius Ax valor: proinde fi dd f non evanefcat; oportet, fit ^ quan- 
titas negativa (§. 16.) propter Ax 2 femper pofitivum. 

Cafu autem convexitatis neceffe eft, ut fit 

sAx 2 ddy , Ax 3 d 3 y Ax 4 d 4 y , "N ... r . 

+ VTI-dJ 5 ± ^ d^ + I^-d^ ± - • • V quantitaspofitiva, utcunqueexi- 

guus fit ipfius Ax valor; quod (propter Ax 2 femper pofitivum) fieri nequit, nili 

fit --A quantitas pofitiva. 
d* 2 

Proinde, exponente differentiali ^ non evanefcente, curva verfus axem 
convexa eft ’ proUti exp ° nenS differentiaIis ^ eft 00!“ 


djt 2 pofitivus 


§• 171. Quoniam autem ^ dd |±^-. d ^+— A - V +-; 

y 1 dx i.2 d* 2 1.2.3 d* 3 1..4 d* 4 ~ 

cafu, quo y eft maxima, debet efle fimul 

AX d(/_AX 2 d^ Ax 3 d3 V Ax"d-*y_ . . 

+ T'dX' i.a d ^ i r.573'd75 _ I .77'd^ + " -> ° : quod Juxta fu PP° r ‘ tl0 ' 


nem 
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nem (§• 169.) fieri nequit, nifi fit ^ =3 o, & negativa, feu curva verius 
axem concava. 

Cafu vero, quo y minima eft, debet efte 
'Ax d;/ Ax a dd// Ax 3 d 3 y Ax* d'y . . . A r . . .. 

± r*au- + 72*d?±i^-d^ + 7^TJ ± •• b> °> quod fien nequit Ouxta 

easdem fuppofitiones), nifi fit = o, & —| pofitiva, feu curva verius axem 
convexa. 

Polita igitur funftione P hujus formae ubi ” eft num erus 

integer pofitivus: fafto o, cui refpondeat x = a; exponentibus differen- 
tialibus fuccefiivis —f, , .. .. faftorem impoflibilem —- 1 - non in¬ 
volventibus , & exponente differentiali non evanefeente ; fumfiio p fit 

miliima 1 ’ P routi exponens differentialis fubftitutione x =3 a in ejus ex- 


preffione fafta, eft jXvus* 


Exemplum primum. Sit P = 2ax-xx; ideoque = 20 - 2x, = — 2 • 

dx dx 2 

fafto ~=o, eft x = a, & eft femper negativus: proinde valori x = a 
dx dx 3 

refpondet P maximum. 

Exemplum fecundum. Sit P = xx + (a-x ) 2 : igitur =: 2(2X-o) ^ P —_ +*• 

dx ^ dx 2 ' •* 

fa ^° dx = femper eft pofitivus; proinde funftio P, ipfi 

* = refpondens, eft minima. 

Exemplum tertium. Sit P = xx — (a~-x) z : erit ~ = ix + 2(0—x) =3 -f «a. 

dx 

Proinde ~ nunquam fit zero: & funftio p = 20(x—0) nunquam fit m ? x ^ ma 
dx ’ ^ minima* 

Exemplum quartum . Sit P = x 3 —axx-f 6x-f f 

~ = ?>xx-2axr\-b. Fafto i?=o. fit x-O+^ina-ib) 
dx dx ~ 


6X-20 

dx 2 


dd7 J , ^ 

(00-36). 

“Pro- 
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Proinde pofito aa> $b, fi x = a 4- "/'(na—zb), efi: P = minimum; 

fi x = a—— 36), efi: p = maximum. 

§. 172. Exponens differentialis — evanefcat (five ^ fimul evanefcat, 

cu-* dx 

r ; \ TJ r Ax 3 d 3 y Ax 4 d 4 y— Ax 5 d 5 y 

five non). Hoc cafu fit Jearucon- 

iV 1 ^ , Ax 3 d 3 y Ax 4 d 4 y ' Ax 5 d 5 y , 

• ..i/,. — JL- ~T~id -*-j—^ d-• j—cafu con- 

iVifc? 1.2.3 d * 1-4 dx 4 —1...5 dx 5 vexitatis. 


Quare pofito, exponentem differentialem non evanefcere, & feriem 


l expo¬ 


nentium difterentialium ^. . . figno non affici; non potefi: 

fimul efie ? N ? p ^ ™ M ? p vel ^ % p . Proinde curva non poteft efie ad 

utramque punfti M partem » fed P un ^ um concavum & convexum 

curvae arcum invicem feparat, feu efi: punftum flexus contrarii curvae. 

Quodfi autem fimul fit ^ = o, ^|= o,=0: ut curva fit verfus 

dx dx*" dx 3 

axem convexa ’ debet clTe pofitivuf ; & proinde, ut functio P fiat omnium 

m ? x : ima debet efle ne g ativa 
minima ’ aeuec ene pofitiva * 

Exemplum primum. Sit y = xx(a—x) 

% = 

= 2«—6x 

dx 3 


s--* 




d * fit zero > fl »,-3*=°’ feu /= Tum vero 
^ = +a« 

• Proinde abfciffis x= 2 ° refpondent y mini . ma . 
uay r ^ maxima 

dx* 2a 


Sit 
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Sit autem |~f- = o, & proinde *=ia; huic abfcifiae refpondet pun&um 
flexus contrarii. Vide fig. 47. qua delineatur curfus curvae, cujus aequatio 
eft y = xx(a—x). 

Exemplum fecundum* Sit y = x 3 (a-Ar) 

^ => xJf(3a-4x) 

dx 


= 6 x(a- 2x) 

a - *•««> 


d> 

di = ~ i4 ' 


Sit g = o ; erunt x— §; jg| =.| n , 0=+/^. a£— 

Proinde abfciflk; * = o refpondet pun&um flexus contrarii; & abfciflae \a re¬ 
fpondet maximum. 

Sit autem ^f- = o: erunt *= ° , d^ = +6c. quare iterum abfciflis f« 
dx 2 2 a djf 3 -—o a 

refpondet pun&um flexus contrarii. 

In figura 48. delineatur curfus curvae, cujus aquatio eft t/=?* 3 (a-x), 

§• ^ Simul fmt S = °' 8 = °’ <S = °- 

. N'lll' —- Ax 5 d 5 y A at 6 d^U-rAx 7 d 7 u - 

Ent 'N'M = + • • caru concavitatis 

= + ^f!A 5 I+ Ajc _ 0 . d !^ + ^ ? . d ^ + ... cafu convexitatis. 

NM —1,„5 cU 3 1...6 d* 6 —1...7 dx 7 

Proinde pofito: exponentem diflerentialem non evanefcere, & feriem ex¬ 
ponentium differentialium faftoremimpoflibilem __L_ non 

comprehendere; nequit pro omnibus utut parvis mutationis A* valoribus fimul 

effe K> ca ^ u concavitatis, & 'iV'P^ c afu concavitatis: quare 

hoc cafu punftum M eft pun&um flexus contrarii. 

I i Sint 


Sint autem fimul ^ = o, = o, ^ 
d* d** dx 3 


o, 




Quoniam eft / .d»* + . 

y y 1...6 d* 6 1...7 d* 7+ i...8 dx* ~ 

ut funttio y fiat omnium max / ma , debet elfe ne » a ^ vus # 

minima djc° nolitivus 


174. Porro omnes exponentes differentiales •••—[ fimul evanefcant; 
* dAr 2 dx 6 


unde , 


M'N' 


'M'N 


. + -^-4- H- . . . . cafu concavitatis, 

1...7 dx 7 i...8 dx* n 


M'N' , *x 7 d 7 y Ax* d*y , r 

'M'N = ' * ‘ IZj SP + IZ8 * d 7 * ± * * * * cafu pexitatis. 

Proinde 0 - non evanefcente, non poteft fimul elTe vel 

^ 4 ; quare rurfus U eft pun&um flexus contrarii. 

MN MP ^ 


Sint autem ^ = o, = q .. .. = o-: quoniam ef 

? =y . ,.+ + • * • •; ut y fiat omnium 

y * I ...8 dx 8 1...9 dx 9 

pflv, d 8 */ negativus 
d* 8 pofitivus ' 


maxima 
minima 5 


debet 


§. 175. Ex his fatis fuperque liquet methodus adhibenda, tam ut maxima 
, minima 

fun&ionis P (fuppoiitionibus confentaneae), quam ut punfra flexus contrarii, li 

quae occurrunt, determinentur. Et fimul patet, eum efle utriusque hujus cur¬ 
varum feu funttionum fymptomatis nexum mutuum, ut fun&iones ab uno ad 
alterum transeant; &, uno deficiente, alterum in locum ejus fuccedat. 


Generatim igitur regula haec eft. Si in ferie exponentium diflerentialium 
3 v * * • * 3^, * m P ar horum exponentium numerus, a primo inde or- 

diundo , continue evanefcit fa&o x=a; exponens autem par immediate fequens 
non fimul evanefcit: funftio propofita omnium Jjj eft, prouti exponens hic 

par 
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par non evanefcens efl: ne S afc i vus < Quodfi vero, ~ evanefcente vel non eva- 
v pofitivus dx 

nefcente pofito x = a, impar exponentium differentiaiium, qui illum fequuntur, 
numerus fimul evanefeit, dum exponens differentialis fequens non evanefcit 
fimul; abfciflae x = a refpondet pun&um flexus contrarii. 

d p 

Hinc pofito m numero integro pofitivo, fi fit — =s abfciflae x =a o 

refpondet J^fnimum 1 aut P un ^ um flexus contrarii, prouti m impar efl: aut par. 


Sit i? = 
ax 

2°. Sit 1? = x*«"Q 

dx 

Erit ^ = jc^Q' 

dx 

Erit = acam-iQ' 

dx* ^ 

dx 3 


dx 4 

= *OT-2Q- 

dx 4 

dx2 m ~2 

d2 M -nP __ Y 3Q 2M _ ni 
d x 2tn-2 

d 2M -‘P = *Q 2 M-„ 
dx^m-I 

d2M-l p 

d*-* = *^ M "‘ 

= Q 2 M -1 

d** m 

= xQjM-. 
dx2m ^ 

t 

& M +'P_ q 2M . 

dx2tn+i 


Cafu igitur, quo m efl impar, nu- Sed cafu, quo m efl par, numerus 
merus impar exponentium differentia- par exponentium differentiaiium fuccef- 
lium fucceflivorum evanefcit fafto fivorum evanefcit fafto x = o, dum ex- 
jt=o, dum exponens differentialis fe- ponens differentialis fequens non eva- 
quens non evanefcit: proinde funftio nefcit: abfciflae igitur x =- 0 refpondet 
P e ft ^ n x ™ a a . punftum flexus contrarii. 

Ii 2 


§• 176- 


§. 176. Ex aequationibus 

— = o fequitur y 


dd P 

dx* ° 

d* 3 

= o 

dx 4 

dx 5 


V = 


y = 


y = 


y = 


c 


Cx+C’ 


--a-x+Cx-fC' 

1.2 

-i- cx 3 +—cx.v-f c'x+cr 

1.2-3 1.2 

_ * — Cx 4 -f —^— Cx 3 -f—C xx-f C^x-fC* 
1.2.3.4 J-2.3 1.2 


Proinde aequatio curvae, ordinatam habentis, ab aequatione lineae 

reftae axi parallelae, vel ab aequationibus ordinis paris parabolarum,, quibus y 
per potentias integras abfciffae x exprimitur, eo minus differt, quo propius 
punfta curvae ad punftum curvae accedant. Et aequatio curvae, pun- 

ftum flexus contrarii habentis, ab aequatione lineae reftae (axi parallelae aut 
obliquae) vel ab aequationibus ordinis imparis parabolarum, quibus y per po- 
teftates integras ipfius x exprimitur, eo minus differt, quo propius punfta cur¬ 
vae ad flexus contrarii punctum accedunt. 


§. 177. Qui fymptomata inter curvarum, quibus flexus contrarii punfta 
aut minimas 8 or ^ natas a dmittunt, intercedit nexus mutuus, fequenti etiam 
obfervatione illuffratur. 

Quacunque de functionis P dicuntur, vera funt de exponente dif- 

ferentiali, quando flexus contrarii punftum exiftit. Proinde flexus contrarii 
determinatio reducitur ad determinationem exponentis differentialis 


feu funftionis ^. Atqui (angulo coordinatarum pofito refto) ^ tangens eft 
trigonometrica anguli, quem refta curvam contingens facit cum axe. Itaque 
in flexus contrarii punfto tangens haec trigonometrica omnium eft; 


proinde* 1 £tiam angulus ipfe fit o mni um 


maximus 

minimus * 


Pro* 
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Propofitio haec geometrice fic ftabilitur. Sit AMM' curva ab A inde Fig.46. 
usque ad M verfus axem concava, & ab M inde usque ad M' verfus axem con¬ 
vexa; ita ut M fit punttum flexus contrarii. Ex M, M \'M punftis agantur 
retiae tangentes, quae axi in T, T\ ' 7 ’punttis occurrant; & tangens MT tan¬ 
gentibus M'T, 'M'T in *'&'/ punftis occurrat Cafu hoc in triangulis TT't\ 

TTt angulus T fit internus, & minor angulis externis oppofitis 7 , T. Cafu 
autem, quo curva eft ab A verfus M convexa, & ab M verfus M concava, in 
iisdem triangulis angulus T fit externus, & major angulis internis oppofitis 
T,T- Tandemque cafu, quo exponens differentialis ^ evanefcit, feu tangens 
curvae in flexus contrarii punfto axi eft parallela; anguli, quos tangentes, per 
puntta ex utraque flexus contrarii parte fita duftae, cum axe ad easdem ejus 
partes faciunt, fimul funt acuti, & continue ad evanefcentiam accedunt. 

Cafu, quo tam funftio P , quam exponentes differentiales fucceffivi 

M# . . . figno impoifibilis feu infiniti non afliciuntur, expofito; ad fun- 
d-v ~ dx 0 

ftiones progredior, quae figno huic anfam praebent. 

§. 178. Et primum quidem, fi fit i*=<px-f fa&o x = a, figni 

^ introduftione docemur, funftionem P fieri impoffibilem. Hoc quippe cafu 

curva afymptotum habet abfciffae x =2 a refpondentem, & ordinata punfto huic 

refpondens eft impoffibilis. (Cap. IX.) Exponentes differentiales fucceflivi 

j-4* • -• impoflibilitatis fymbolis — 1 , -, _ 1 - _ 

dx dx~ dx° (x-o) n +i ^?c-n) n +2 (x--fl ) n +3 

fucceflive etiam afficiuntur: quibus monemur, contradiftorium effe de maximis 
ac minimis, de concavitate aut convexitate curvae in punfto impoffibili disqui¬ 
rere. Omnes curvae alymptoticae, dum propius propiusque ad afymptotum ac¬ 
cedunt, ad eum tendunt ftatum, ut tangentes earum fiant afymptoto parallelae; 

& curvatura ipfarum continue ad evanefcentiam tendit, quam tamen nunquam 

affequitur. 

§. 179. Miflo hoc cafu, ad eos transeo, quibus funftio P quidem impofli¬ 
bilis lignum f non involvit, fed exponentes ejus differentiales illo afficiuntur. 

ut 


*54 


Ut hoc eveniat, funftio P factorem (*-a)n f eu (a-*)n continere debet, 
cujus exponens n eft numerus pofitivus non integer; & magnitudo hujus ex¬ 
ponentis determinat ordinem exponentis differentialis, qui primus impoflibilis 
fignum involvet. 

Exempla . Sit n fra&io vera, feu n ^ 0 : exponens !*? cafu x = a affi- 

^ 1 d* 

cietur figno impolfibilis quo docemur: tangentem per punttum curvae, 

quod abfciflae x=za refpondet, duftam fieri rectis axi ordinatim applicatis paral¬ 
lelam, feu tangentem hanc axi efle perpendicularem. 

Sit n fraftio fpuria , & quidem n ^ 1 : tum exponens differentialis — < 

* djc* 

impolfibilis figno —_ primus afficitur. 

Sit n^ 1 : exponens differentialis ille eft, qui impoflibilis figno -L. 

"^3 dx* o3-n 

primus afficitur. 

Univerfim fit erit exponens differentialis l^is, qui impoflibi¬ 

lis figno primus afficitur. 

S- 180. Ut, quae ad cafum hunc pertinent, eo diftinftius tradam: a ca- 
flbus ordiar fimpliciffimis, iis nempe, quibus p = * n , feu a curvis parabolicis 
aequatione hac defignatis. 

Et primo quidem fit n numerus fraftus verus H- , ad fimpliciflimos redaftus 

q 

terminos, feu cujus termini p & q diviforem communem non habent (quod 
poftea femper fupponetur). 

Tres occurrunt diftinguendi cafus. Poteft quippe fraftionis i! terminus 
unus efle par, quo cafu alter erit impar; & tum par erit vel numerator p, vel 
denominator q : vel uterque terminus p, q poteft efle impar. 

Pr-imus cafus. Sit p numerus par, q impar. 

p 

Fun&ionis x h idem eft valor, feu x fiat negativa, feu pofitiva: proinde dua¬ 
bus abfciflis aequalibus, quarum una pofitiva, altera negativa eft, duas refpon- 

dent 
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dent ordinatae aequales pofitivae; ideoque curva duobus conflat ramis invicem 

congruentibus ad easdem axis partes, fed ad diverfas verticis partes fltis. 

Quoniam y =2 x n : 

funt 4?= + ».v n -i = + n.— 
dx 


ddy 
dx * 


=.— n. 1-71. 


d 3 y 

d* 3 


=2+71.i-n-2-n. JL 

* 3 “* 


d 4 y 

d* 4 


= — ».l-w...3-w. — 
X-4-n 


Proinde, quamdiu x non eft zero, curva verfus axem concavafeft, propter 

=s .— ». 1 - m 1 : & quoniam y = x n ; quo major eft*, five pofitiva, fi ve ne- 
dx 3 x 2 -n 

gativa, eo major eft y: ideoque fada * = o, y=i o eft omnium minima. ' 

Fadis x = o, y = o y eft = §; proinde communis duorum ramorum tan¬ 
gens in vertice eft axi perpendicularis, feu redis axi ordinatim applicatis pa¬ 
rallela. 

Duo igitur rami cufpidem ad verticem formant, plus minus ve acutam tum 
pro vario exponente «, tum & pro varia parametro, qua fit ?/=pi“ n Jc n . 

Figura 49. i°. fiftit curvam,, cujus aequatio, eft y = x%- % & fig. 49:2°. cur¬ 
vam, cujus aequatio eft y= xK 

Cafus fecundus. Sit p numerus impar, q par. * 

£ 

Hoc cafu x non poteft efle negativa. Et quoniam y = ; ob q numerum 

parem, eidem abfciflae duas refpondent ordinatas aequales, una pofitiva, altera 
negativa: unde curva duobus conflat ramis invicem congruentibus, ad diverfas 
axis partes, fed ad easdem verticis partes fitis. Cafu hoc ordinata zero, ab- 
fciflae zero refpondens, minor eft redis axi ordinatim applicatis in regione or¬ 
dinatarum pofitivarum fitis; major autem in calculo algebraico cenfetur appli¬ 
catis in regione ordinatarum negativarum fitis: itaque ordinata haec neque ma¬ 
xima 
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xima neque minima judicatur. Sed abfcifla -zero minor effc abfciflis pofitivis; 

ideoque hoc cafu datur minimum abfciflarum, fed nullum ordinata- 

nti nmium 

rum. Porro reda curvam in vertice contingens parallela eft redis axi ordina- 
tim applicatis. 

Quoniam y = ±x* : funt !*? = -j- «_L_ 

Ax xi-« 


-—X s= 4. n . i - nJ —. Proinde ramus ad partes or- 
dinatarum pofiti varum fitus verfusaxem concavus eft; fed ramus ad partes or¬ 
dinatarum negativarum jacens verius axem convexus eft, quatenus ad easdem 
cum priore axis partes refertur; feu hi duo rami funt U , nUS concavus verfus 
easdem partes cujusvis redae axi parallelae. Vertex ideo fpettari poifet tan- 
quam pundum flexus contrarii, quatenus curva ad redam axi parallelam refer¬ 
tur. Sed cum duo rami fimiliter fledantur verfus redam axi perpendicularem; 
v. gr. verfus redam , quae curvam in vertice tangit: ufu receptum hoc cafu non 


eft, Verticem flexus contrarii pundum vocare; fed potius vertex ut 
pundum, quod ad abfciflas, fpedatur. 

i°. _ t 3 o 

Fig. 50. ’ curvam exhibet, cujus aequatio eft 

2 ' —x 10 


maximi 

minimi 


Ad hanc claftem pertinet parabola conica, cujus aequatio eft y = x 2 . 


Cnfus Urtias. Numeri p, q ambo fmt impares. 

Hoc cafu abfciflis aequalibus refpondent ordinat* aequales etiam 

negatiV*’ ^ urva *S* tur duobus condat ramis invicem aequalibus, ad diverfas 
tam axis quam verticis partes fitis; ideoque ordinata vertici refpondens nec ma¬ 
xima nec minima eft cenfenda. 

Quoniam y = x n , ^ = w_L_; proinde reda curvam in vertice contingens 
parallela eft redis axi ordinatim applicatis. 

Porro 14 ^ =, — n.j-n & quoniam numeri/? & q ambo lunt impares, 

C CL' • X2 ~ n 

etiam tractionis 2— « ambo termini impares funt. Proinde fumta x pofttiva, 

eft negativa; ideoque curva verfus axem concava eft: fumta autem x ne- 
d* 3 

gativa, 
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g at i V a, J_ pariter negativa eft, proinde fit pofitiva: quare in regione or¬ 
dinatarum negativarum curva eft convexa, quatenus easdem cum ramo priore 
partes axis refpicit, feu quatenus refertur ad re&am aliquam axi parallelam. 
Proinde hoc cafu vertex curvae eft punftum flexus contrarii. 

Figuris 51. N. T * delineantur duttus curvarum, quarum aequationes iunt 

«*. 
v = x i 

jam fit n fraftio fpuria feu major unitate. Cafus hic ad praecedentem fem- 
per reducitur. Cum enim fit n frattio fpuria, eft fraftio vera: atqui quo- 

i_ 

niam y = x n , eft y n = x: proinde, permutatis ordinatis, feu curva ad|tangen¬ 
tem per verticem duftam tanquam axem relata, cafus hic ad priorem reducitur. 

a * 

Exempla . Sit y = x*: erit * = y* 

v _ x i. x — 

J i i 

y = x *: x = y 6 . 

i8t. Enodato cafu hoc fimpliciflimo, facilior erit discuflio ceterorum 
cafuum, quibus aequatio propofita magis compofita eft. 

Sit nempe y = <px • x n , n denotante numerum fraftum, & funftionem 
variabilis x, quae fafta x =s o non evanefcit. 

Erunt ¥ 

dx dx 

4- «<px.*n-i 

ddy _ rn 

dx 2 dx 2 

4. 

dx 

4- n.n- i<px.x n ~i 

d 3 ,y = d 3 <px 
dx 3 dx 3 

d 2 <px 


+ 3»^ — 

+ W...W-2(pX.X n "3 


«F* , yn-2 
dx 


K k 


d 4 y 



1 °. Sit n numerus frattus verus: erit . x n 

dx dx 

+ f ^ X ^n P™inde hoc cafu, 

fa&a x = o, fit ^ =2 »<p*. ; feu tangens ad verticem parallela efi: re&is axi 

ordinatim applicatis. 

Tum quo minor efi: eo minus aequatio, differentialis curvae differt ab 

aequatione = »$x.-I—: & quoniam <px non involvit fattorem x, funttiohaec 
dx xi- n 

formam habet A + Bx 4 - Cx 2 -f Dx 3 -f...; & imminuta x limes ejus efi: A. 
Proinde aequatio differentialis ^ = «<px. propius femper propiusque acce¬ 
dit ad aequationem differentialem parabolicam $ = nAl—\ & curva ipfa ad 

dx xi-n , r 

parabolam, cujus aequatio efi y = Ax ": ideoque, fafta x = o, y minima efi:, fi 
n fit numerus fraftus, cujus numerator efi par; y nec maxima nec minima efi, 
fi n fit numerus frattus, cujus denominator eft par. Denique abfciflse x = o 

refpondet punttum flexus contrarii, fi n fit numerus fraftus, cujus tam nume¬ 
rator quam denominator funt numeri impares. 


H°. Sit n numerus fra&us fpurius 


Hinc 


dx dx 


> 1 
<2' 


+ «<px. X»»-X, 


Fafta 
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Fafta * = o, eft = o; proinde refla curvam in vertice contingens parallela 


eft axi. Porro = 

dx a dx 2 

. d®x „ _ 
-f an-r—Arn-i 
dx 


4 - n.n-iqx 


* 3 -n 


Igitur, imminuta x, exponens diflerentialis fecundi ordinis -^3 propius 
femper propiusque accedit ad hunc valorem, ut fit ^ = n .n - = 

n.n-i(4+Bx + Cx 2 +Dxi + ...).-±-^; & proinde aequatiocurvae propius fem¬ 
per propiusque accedit ad aequationem parabolae, cujus aequatio differentialis 
fecundi ordinis eft n . n - i . 

JL =5- ?2 -; proinde forma haec reducitur ad pri- 

n 2p + 2q+i 

r x . maxima cl. 

mum cafum (§. 180.), atque a: omnium minima 

,0 c\ t + 2 p _2 P+ 23 + 1 , L- igitur (§. 18°. caf. 3.) 

2 . blt n- - i q+l „ 2 p+ 2 ?+i 

abfeiflae x = o refpondet pun&um flexus contrarii. 

3°. Sit n = i + ££±I—£2dbj—igitur (§. 180. caf. 2.) 
0 274-1 27+1 » sp-f 274-2 

abfciffe * = o refpondet ordinatae y-. 

111°. Sit » numerus fraftus fpurius 
Hinc 

dx dx 

4- «7>x.x n -* 
ddy _ d 3 <pjc xn 
d*’ dx* ’ 


dx 

4- ».«-I(pX.X n -2 


d 3 y 


Rk 2 


2 do 


d*t/ d 3 <p* 
dx 3 dx 3 

+ • x“-i 

dx 3 

+ .^n-2 

dx 

4- n...n- 2 $x. -i— 


Proinde, imminuta x, exponens differentialis propius femper propiusque 

ad valorem n.n-accedit: ideoque cafus hic reducitur ad contem¬ 
plationem curvae parabolicae, cujus aequatio eft y = jc° . 

i°. Sit n = 2 -f= 4 7 4 ^+ 2 ^ JL = __ 2 £±I— : un d e (<§ r8o cal * 

2q+l 2q+L n qq+ip+2 8 * Ca * 2 v 

fafta x = o, y eft omnium m ? x j ma 
J minima 

2°. Sk.«*+2E±!.M±3£f2 f unde (§. , 8 o. caf. i.) 

2? 2? n 4242/H-i 0 ^ 

r o n ■ ™ maxima x v 

fafta * = o, x eft omnium minima . 

3.. a ,.., + *±I-«gp. (S. W -r.3.> 

abfciflae x = o refpondet punftum flexus contrarii. 

IV. Sit n numerus fraftus ^ ^ 

= d^c 
dx-» dx 4 

+ 4 .£?- 

dx 2 

cU 

Quare, imminuta*, exponensdifferentialispropius femper propiusque ac- 

cedit 


cedit ad exponentem differentialem quarti gradus parabolae, nempe 

= »»...»-3^—— 
dx* *°“4 

i° Sit n = 3 + 2p — 6( J+ 2 P + 3 JL =—£iii • proinde abfciflae 

1 • ^ 3 27-fT 2?+I / » <>f + V + 3 

x=o refpondet punftum flexus contrarii (§. i 8 o. caf. 3 -)- 

«O c it o_L *E ±1 = ^T-hsp+i £ ; proinde abfcifla 

2 . fcit *-3+ 2<? 2? „ 6? + 2/>+I 

x = o eft omnium minima J 8 °- ca ^* I 0 - 

Sit« —+^±^ = 67 + 2 /H -4 aq +1 ; pro i n de abfciflae 

3 . D 1 [»- 3 T n „_L T o/, 4 -T <* 62 + 2/7+4 


3 . Oll - 2?+I 2/7 + 1 ^ 62 + 2/74-4 

, . maxima 

x = o refpondet ordinata omnium m i n i ma - 

V Sit » >4 - erit^ = ^.*" 

V. bit # <5 . erit ^ _ Ax5 

dx 5 

4- io».»-i.w-2^-^.^ n ' 3 

+ 

Proinde, imminuta *, aequatio curvae per exponentem differentialem de¬ 
terminata propius femper propiusque accedit ad ^ ==»...»-4^—. 

T o c*• x. . 2/7 _ 82+2/» +4 JL=——: abfciflae x = 0 re- 

1 . Sit » = 4 + —q_y-^ •» 8^+ 2 / 7 + 4 

. maxima 
fpondet ordinata y omnium minima • 

. 2/7+1 _ 8^ + 2/7 + i 1 _ 2? 

2 0. Slt a = 4 + J_---’ * = °eft omnium 


maxima 

minima ’ 


3 °. Sit 
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3°. Sit n = 4 + ig±l~ 8 1±W±S T__ 27+1 . . 

2<7+i 2?4 -i ’ n 8^4-2^y4-<; , a ^ ) ^ cl ^ ae x — 0 re- 

fpondet punftum flexus contrarii. 

Ab exemplis his facilis eft tranfitus ad regulam generalem, qua curvarum 
aequatione y = <p x .x* definitarum fymptomata cafu x=o determinantur 

1 ; y minima eft cafu 


i°. Si » = 2w+^ = 4^t£f±^, I_ = _ 

2 £ 4 "I 2 ^ 4 “ I * » 4 ^« 4 - 2 W-f- 2 /? 


2°. Si » = 2« + V±i = 4? m +_2^ti ; I- 27 

2t l 2q ’ n qqm-rip+i 


; x=:o minima eft. 


3°. Si » - 1 m + 2 P+ 1 - 4?”+^ , »+3P+i , £ _ 2g+i 

2^+1 2j4"I » 4'? ,w 4~2W'+‘2,*-f-I 

relponctet punctum flexus contrarii. 

4°. Si »= ? »«4- T 4— 2 *L ^ 4?”H-2»H-2^4-2p^i , i= 2<7+I 

fciflas x = o refpondet punftum flexus contrarii. 4'7'«4-2w4-2 74-2/74- 1 

5°. Si n=^m4-T4. 2 P±±- M m + 2( I+2P+i , 1 _ 2 q 

• • n. ^ n / \ c l m 4-2^4-2/74-1 

* = o minima eft. . ^ iT1 


,* abfcift33x=o 


; ab- 


; abfcifta 


6 °. Si n-,n,4-T-4-jP +1 - 4? w +2>"+2?+2p+2 ^ _r = 2?+I 

_ ~^ _rI 2 ^ 4-1 » iLqm 4- 27« 4~2<74- 2 » 4- 2 * 

y minima eft cafu x= o. 1 l i^2p-\-2 

Eadem ratiocinia applicantur funftionibus y = $x ± qx. x o; j n quibus 
eft numerus fraftus pofitivus; & *V, ^ f„ nftiones funt variabnis , nQn 

evanefcentes cafu x = o. Quoniam autem fingulare hoc funftionum genus i„ 

mathefi mprrnns apphcata quam rarilfime occurrit; fufficiat generale, ad quod 
exigi debent, principium expofuifle. 1 

Huc usque tradita variis exemplis illuftrabix. 

§. 182. Exemplum 1. Sit P = V'(aa+xx') - t x 

d P 

c : 

d * z r^aa + xx + ’ 


^aa 4- xx 
1 


£ 


(aa-j-xx)* 


3 * 

(afihhvx) 2 


Faft® 
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Fa&o = o, eft xx = EEfaabuc), x = «X —-2 -. 

d* 95 r(qq-pp) 

Ut problema poflibile fit; oportet, fit q> p : & fatto x = a __ 

. ddP , r . ^tqq-pp) 

omnium minima, propter —lemper pofitivum. 


-Peft 


Exemplum 2. 


Sit P = x* 
log.P = xlog.X 
dP 1 


dx P 

dd 

dx a P x 


= log. x-M 


ddP 1 1 , dP •v 

riT i-p=-(P r °pt er ^ = o). 


Fafto log.-v 4 -1=0, eft log.Ar=—i , feu*=ri = 2 ; P=Q_y = y*l 

Exemplum 3. Sit P = fin. m xfin. n (<p-.v) 

log. P = m log.fin.x.-f n log.fin. (<p - *) 
dP 1 

3^; p = «cot.*.-*cot.(<p-*). 

cofec.2*>|« cofec.(2$ - 2 a). 

Proinde P maximum eff, quando #wcot.x=«cot.(<p-x); unde fin.(2x-<p)=H^fi n ® 

T n-f-m »* 

Exemplum 4. Sit P = tang. m x tang. n (<p - x) 

log. p=:m log.tang. x -f-w log.tang. (<p - x) 
d P 1 

d* P* — w Cofec * *' ” c °fec. (<P " *) 
dd P 1 r . 

3^3 'p~’ m cot * x c °fec. x - n cofec.(<p - a) cot. (<p - x). 

Proinde fafto nicofec.£C=MCofec.(<p-A), unde tang.Q<p-x)=^tang. l<p; functio 
p eft omnium maxima. 

Exemplum 4. Sit P = x">lin.”jc 

log. P s= m log.x + n log.fin. x 

= m.l -f ncot.x 
dx p x 


ddP 1 1 r 

—._- = - w ._.«cofec. 5 x.. 
dx 2 p xx 


Pro- 
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Proinde fafto — = —*cotx = xcot. i8o°~ x, feu * = — tang. 180 0 — a : P eft 

n » 

omnium maxima. 

Exemplum 6. Sit p = fin. x fin. mx 

log. P = log.fin.x-f log. fin. mx 
d p 1 

cot. x + m cot. mx 

d* p 


4= - cofec. 2 x - mm cofec. 2 mx. 
dx 2 p 

Proinde fafto cot. i8o°-x = mcot. mx, funftio P eft: omnium maxima. 

Exemplum 7. Sit p = Fa&a x = -b, nullus eft funftionis P limes 

quod ad magnitudinem. 

• log. P = wlog. (a-f*) — wlog.(6-fx) 


dPi = 1 

dx'p m a+x~ 

ddP i_ _ m 

dx 2 P 


I 

'b+x 


(a+Zy (i b+x)* 

i°. Sit n—m: fafto a + x = b+x y omnes exponentes differentiales fuccef- 
fivi funftionis -Pevanefcunt; prouti nullus eft funftionis hujus limes, tum quod 
ad magnitudinem, tum quod ad parvitatem. 

2°. Sit m ^ m n _n_ tn nn 1 


> > »: fafto JUL. = e ft —!L. 

«+x b+x’ (o+a;) 


et 


(a-f*) 2 {b+x ) 2 (b+x) 

eft omnium minima. 


»__ n n \ 


(P+*y 


m {b + x ) 2 
X n(jn-n) . p ro j n d e f un ftio P 


3 0 . Sit m < n: tum — 
ftio p eft omnium maxima. 


( [a+x ) 2 ^(b+x ) 2 


proinde fun ' 


§• 183- Haftenus fuppofui, funftionem P quantitatis mutabilis x ita ex* 
primi per hanc quantitatem, ut funftio haec fola fit in uno aequationis membro, 
neque alterum ingrediatur. Fieri autem etiam poteft, ut cognitio relationis 
funftionis hujus ad quantitatem mutabilem x ab aequationis alicujus folutione 
pendeat, quo cafu funftio p f lt multiformis. 


Cafus 


2&5 

Cattis hujus difficultas unice refertur ad imperfe&um aequationum doctri- 
nae ftatum. Etenim fi folutio aequationum in promtu effet: redufta aequatione, 
a qua funftionis P & quantitatis x relatio mutua pendet; radices ejus totidem 
exhiberent fun&ionis P per variabilem x expreftiones, & ejus va- 

lorum determinatio reduceretur ad totidem functiones uniformes, quot aequa¬ 
tio propofita habet radices. Hinc fun&iones biformes, quae ab aequatione fe¬ 
cundi gradus pendent, facile reducuntur ad duas functiones uniformes. 

Argumentum hoc exemplis quibusdam aptiflime declarabitur. 

Exemplum i. Sit y functio triformis ipfius x, quae exprimatur aequatione 
y*—pxy 4 -x l — o; & quaeratur valor omnium functionis y. 


Quoniam y z — pxy -f x 3 = o; 

WW^IL —px^- — py + 3 *x = o: fatto ^ = o, erit py = 3 **, & y = . Valor 

dx d* cU ^ p 

hic in aequatione propofita fubftituatur: |fiet -2* 3 =0, 27* 6 = 2p 3 * 3 ; 

P 

liinc %xx = pxlY 2 , x =2 _i py'2 9 ^ = l-j ^4. 

Quoniam P x ^ = P’J~ 3 xx: % = °’ 

e (t — 6x; aequatio identica, faftis ^ = 0 . 

^ J dx * y x 

3 W—f 

Porro Jj 3 y — = —6: unde pofitis * = o, fit — p^Y = — 6, 

V X &x* . ■ 

= +—; quare y = o eft omnium minima. 
cU* p H J 


3 

Sit autem x ~ 2 ; tum < ^t(?pp¥'2 — lppY'2) = — zpY'. 


’-** jsr 

dx* 

eft omnium maxima. 

Exemplum 2 . Sit i/ 4 — 4 a*xy + x* = 0; 
itaque 4 # 3 ^ "" 4 a2 i/+4* 3 = o* fa&o^/=o, 


_ 3 . 


proinde catti hoc 


Hinc 


Hinc ^ — 3* 4 = °, * 4 Qf-3)=°’ * 4 (* 8 -3« 8 )=o, j <\x*WY'z){x*-a*V'$)=o, 

4 4 

jf 4 (x 4 -fa 4 ^3)(xx-j-atf^3) = o; cujus aequationes radices reales funt 


* = +a ^ 3: unde y =H a ^ 27 . 

l-«r 3 L-ara? 

Quoniam = a 5 #—x 3 : pofito ^ = 0, fit 

cbc dx dx 

^ 3 J~r — = —3*** 

* d * 2 dx 2 15 

Fiat y = +0^27: erit aa 3 >^3X^^ = — 3 a3 ^35 proinde y eff: maxima.* 
Fiat #=—^27: erit —qx*Y r ' 3 x~| = — 3 « 3 ^ 3 ; igitur y eft minima. 


Ex his exemplis fequitur regula generalis. Differentietur aequatio propo- 
fita; fa&o = o, inde eliciatur (quoad fieri poteft) valor ipfius y per x ex - 
prelfae, qui in aequatione propofita fubftituatur. Aquatione hac redufta, no¬ 
tentur valores ipfius x inde eruti, & qui illis refpondent valores ipfius y , qui 
exhibebunt fi quod locum habet. Quod ut definiatur: ex aequa¬ 

tione differentiali eliciatur exponens differentialis (omiffis in altera diffe- 

rentiatione terminis exponente differentiali ^«=0 affeftis); ex quo, fubffitutis 
ipfarum x & y valoribus inventis, dijudicabitur (fi non evanefcat): utrum valo- 
ribus inventis refpondeat? Quodfi autem exponens differentialis 

evanefcit; recurrendum eft ad exponentes differentiales ulteriorum ordinum. 

Hinc patet: quantopere methodus haec ab aequationum folutione pendeat; 
& proinde quot difficultatibus poffit cafibus, praefertim complexis, effe ob¬ 
noxia. 


§• 184- Methodus huc usque tradita funttionum alicujus quantitatis mu- 
tabilis determinandi omnium eff univerfaliffima. Occurrunt tamen ca- 

fus, quibus alium tenere modum minus algebraicum praeftat, & qui in mathefi 
praecipue applicata felici fucceflu frequenter ufurpatur. 


Metho- 





ibi 

Methodus liaec lequenti nititur principio. Si funftio quantitatis alicujus 

mutabilis m ? x . ima fit pro dato quodam variabilis * valore a; duo ejusdem fun- 
mimma r n 

ftionis valores invicem aequales aflignari poliunt, quorum unus majori, alter 
minori quantitatis mutabilis x valori refpondet. 

Principium hoc apprime declarat theoria curvarum atque ordinatarum 
maximarum 
minimarum * 

. maximae A n r t 

Primo tangens curvae, per extremum ordinatae omnium m j nim2e auad ’ nz 

axi parallela; tangens haec a pun&o conta&us inde, motu libi parallelo, aut axi 
r ° r concava. 

propius admoveatur, aut ab ipforecedat, prouti curva eft verius axem convexa - 

ita tangens haec curvae ex utraque ordinatae omnium P arte occurret; 

ordinatisque aequalibus a punftis occurlus duftis aequales refpondent funftio- 
nis, per ordinatas curvae defignatae, valores. Sit dein tangens curvae, per ex¬ 
tremum ordinat» dufta, ordinatis parallela: quoniam curva duobus 

conftat ramis in hoc punfto fe invicem contingentibus, & ad easdem axis 
partes litis; refta per hoc punttum axi parallela, & motu libi parallelo progrefla 
a punflxfillo inde verfus partes, ad quas curva jacet, utrique etiam ramo oc¬ 
curret; & punftis occurfus duge refpondebunt ordinatae invicem aequales, feu 
duo funftionis ordinatis curvae proportionalis valores invicem aequales. 

Applicationem principii liujus exemplis aliquot iUuftrabo, a fimpliciliimis 

ordiendo. 

Exemplum i. Sit AB re&a in punfto Z in duas partes fic dividenda, ut Fig.52. 
reftangulum AZxZB fit omnium maximum. 

Sint X & X' duo puntta ad utramque puntti Z partem fita, quibus re- 
fpondeant re&angula AXxXB , AX\X l B invicem aequalia. 

Quoniam AXx XB=AX' X X' B: eft AX: AX' = X'B : XB 

hinc AX : XX = X B : XX 
et AX = X!B 

unde lim. AX — lim. X'B. 

Atqui polito femper efie AZr> AX, BZr> X B, lim ,AX=zAZ t & lim ,X‘B=BZ; 
proinde AZ = BZ- 

\ L 1 2 


Exetn - 




i6s 


Exemplum fecundum. Summa quadratorum AZ, BZ debeat effe omnium 
minima. 

Sit AX 2 + BX 2 = AX ' 2 + BX' 2 ; hinc 
AX ' 2 — AX* = BX 2 — BX ' 2 

xx'(ax+ax) = xx\bx+bx) 

AX' + AX = BX+BX' 

2AX+XX' = 2 BX‘+XX' 

■ ' AX = BX' 

Vim.AX = lim.ZiA'; hoc eft AZ = BZ. 


Exemplum tertium. Oporteat, fit AZ ™X BZ" = maximum. 

53- Sit AX™ x BX" = AX' m x /yA'' n 

Erit ; y£.Y' m = BX'": BX» 

AX m : AX' m -AX™ = BX' n : BX"-BX‘ n 
AXm:XX(AX'm-i+ AX’m-2.AX+ JX'm-3. AX 2 +....+AX\ AX^2+ AXm- 1) 
= «A"": XXXBX”-i+BX«-t. BX'+BX *-3 ) 

unde - J 

AX: BX=C(*i^\ m ~ l +(d^') m ^+- y ’ X '+c\Cf BX \ n ~ l xr BX \"- 1 ^ BX ^ x 

Quare & limes prioris rationis aequalis eft limiti rationis pofterioris. 

Quoniam autem Ilm -^if= i, & lim.^^= i, pofterioris rationis limes eft 
«i: »; & limes rationis prioris eft AZ-.BZ: igitur AZ : BZ = m ■ n. 

Exemplum quartum. Summa a x AZ™ + b x BZ'* debeat efle omnium minima. 
Sit n X AX ™-f b X BX™ == ciy. / 4X' m + bY.BX'™; 
erit 5( BX™—BX'™) = a — xlX ™'); 
unde b.XX\BXm-i^BXm- 2 . Blt+BXm-i.BX’ 2 + ....BX.BX'm- 2 +BX™-i) 

= ex XX (AX m -i+AX'm-2. AX+AX'm-3. AX 2 +.... XX'. AXm-i XAX m -i) 

+-©">-«w.( 1 4.fi^)v..(fn 


unde 



unde & prioris rationis limes pofterioris rationis limiti aequalis di; nempe 
b. BZ™~1 : a. AZ™~' = i: i, feu BZ m ~ i: AZ ™~i = a : b. 

Exemplum quintum. Sint A , B duo punfta pofitione data; & fit DD' cur- Fig f 54 
va fpecie ac pofitione data. Quaeritur hujus curvae punftum Z, ad quod du- 
ftis AZ , BZ retiis, fit fumma ax AZ m -j-bxBZ m omnium minima. 

Sint X& X' duo punfta ad utramque punfti Z partem fita, quibus aequales 
fummae propofitae refpondent; fcilicet a x AX m + b x BX n '=a x AX' m +bx BX >m . 

Per Z punftum afta concipiatur refta tangens TT'; centris A, B , radiis 
AX, BX' defcribantur arcus Xx\ X'x, qui reftis ax\ BXm a*', a: occurrant, j 

Quoniam a X AX m + b x BX m = a x AX' m + b X BX' m 
b(BX m — BX m ) = n(AX ' m — AX m ): 
hinc b. Xx (BX m ~ l + BX m -2. Bx' + BX m ~ 3 . BX' 2 -f... BX™~ i) 

= a.x'x'(AX' n '~i+ AX' m ~ 2 . AX+ AX''"~ 3 . AX 2 + • • • AX™-*) 

Xx:x'x f i (~r) W : bBX™*( I+—+(—) . 

V AX AX 2 'AX' j V BX K BX' 'liX' 

ideoque rationum harum limites pariter funt invicem aequales. Atqui x & x' 
verfus Z punftum fimul accedentibus efi: 

lim. Xx : XX* = co IBZT' : i 
lim.XX': XV = i : cof.AZT 
quare lim.Xv : X*' = cot.BZT': co [.AZT: unde fit (ut in exemplis antece¬ 

dentibus) a.AZ m ~i: b.BZ m ~i = co t.BZT': cof .AZT, 

feu n.AZ m ~i cot AZT+ b. BZ m ~icQ{.BZT=io. 

Si plura fint punfta data. A, B, C, D, E.... & quaeratur fumma omnium 
minima aXAZ™ + bxBZ™ + cXCZ™ + dxDZ™ + e x£Z"\... Erit eodem modo 
*.AZ™~icoLAZT -f b.BZ™-icoLBZT + c.CZ™-icoLCZT + d.DZ™-icoLDZT+ 
e. EZ m ~ico£.EZT + = o. 

Exemplum fextum. Sit P punftum intra curvam XAX % pofitione datum; per 
quod agenda fit refta Z rz\ quae Tegmentum auferat ZAZ', cujus area fit omnium 
minima. 

Sint XX', rr' duae refla» ad utramque refta; ZZ' partem fitae, quibus 
aequales areae XAX> TAT refpondeant. 

3 Quo- 



2?Q 


Quoniam XAX _ TAT ', fublato fegmento communi TAX', erit 
XPr = x'pY. Centro P, radiis Pr, Px' defcribantur arcus Tx, Xy'. 
Quoniam XPT = X'PT', feu XPT : x'PT =, , ; , 

li m.XPr : lim .X'PT'= i : t 

fed lim .XPr : li m.TPx = i : i 

lim.rP* : X'Py = PZ- : PZ' % 
lim ,X'Py : XPT' = i : i 

ergo li m.XPTX'PT' = PZ'\PZ' Z . 

Proinde area ZPZ' polita omnium minima, eft PZ — PZ'. 

Exemplumfeptimum. Omnibus ut prius politis, refla zz' debeat ede omnium 
minima. Iisdem, quae in exemplo fexto, faftis; per punfla Z, Z' aflae conci¬ 
piantur reftae tangentes ZT, Z'T': & fit TT' = XX'. 

Quoniam XX' = TT': eft Xx = r'y'; 

et tim.Xx : T'y = i : I 

Atqui lim.Xv : Tx = i tan g.PZT 

lim. 2 * : X'y' = PZ : pz' 

km.Xy': T'y' = tan g.PzY : i 
Ergo lim. AT* : Ty' = PZtang.PZ'T': PZ'tang.PZT. 

Proinde refla ZZ polita omnium minima, erit PZ : PZ'= tang .PZT: tang ,PZ't'. 
Exemplum offavum. Arcus zaz' debeat efle omnium minimus. 

Sint arcus XAX, TAT invicem aequales: erit ideo XT — Xf', & 
lim. XT: XT' = i: x. 

Atqui iim.AT : Tx = i ; Sin. PZT 

lim.2x : X'y' = PZ : PZ' 

l>m.Ary : x'r' = fin.PZ'r' : I 

Ergo lim.jfr : X 'Y = PZSm.PZ'T: PZ'Cm.PZT. 

Proinde arcu ZAZ pofito omnium minimo, eft PZ : PZ'= fin .PZT: PZ'T\ 


Exem- 
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Exempla liaec oftendunt, methodum pofteriorem (quatenus quantitatum, 
quae ™nimaf reddi debent, evolutionem non requirit) priore methodo gene¬ 
rali pofte elTe faciliorem ac breviorem. 

§. 185. In exemplis praecedentibus relatio finita inter quantitates inco¬ 
gnitas ita fuit poft differentiationem determinata, ut ipfae quantitates incognitae 
(quoad imperfefta aequationum doftrina permittit) pollent allignari. Transeo 
ad exempla, quibus quaeftio propofita indeterminata efte .videtur, quoniam quan¬ 
titatum incognitarum numerus videtur aequationum numerum fuperare : cum 
tamen quaeftio propofita reapfe fit determinata, fi natura ejus attentius perpen¬ 
datur. Hoc quaeftionum genus ut facilius intelligatur, nonnulla proponam 
exempla, a fimplicioribus ordiendo. 

Exemplum primum . Summa propofita a dividenda flt in tres partes, fic ut 
fumma quadratorum ex iisdem faftorum fit omnium minima. 

Hoc cafu tres occurrunt quantitates incognitae; & tamen prima fronte duae 
tantum proponi conditiones videntur, quarum una ad fummam datam trium 
partium refertur, altera ad fummam omnium minimam quadratorum earundem. 
Quare problema propofitum poteft videri indeterminatum: quod tamen, re ac¬ 
curatius perpenfa, reapfe eft determinatum. Etenim, parte qualibet eadem ma¬ 
nente , duae reliquae partes debent efte invicem aequales, ut quadratorum fumma 
(pofita unius partis conftantia) fit omnium minima. Proinde partes propofitae 
binae fumtae debent efte invicem aequales; unde tres partes debent efte invicem 
aequales. Ratiocinium hoc applicatur ad numerum quemcunque partium, in 
quas fumma data eft dividenda, ut partium quadratorum fumma fit omnium 
minima. Transeo ad computum. 

Sit S fumma data; & fint x, y % z partes quaefitae. 

Erit ideo * + y + * = 5 

** + yy ! + ** = minimo. Sit v quantitas quaedam mutabilis, cujus 
mutationes pro conflantibus fumantur. 


Erit 


372 


Erit £+ %+ £ = o 


dy 

dy, 

'dc ' J dt/ 
dx + dy 

Hinc pofita z conflante dc do 

di/ dy 
d* 

Eodem modo, pofita y ^ 
conflante, 

dx 
X dw 


dv ' dy ‘ dy 

-t +»*+>s - - 


° • j d* 

; ideoque 

= o 


dy 


, djC g 


Pariter, pofita x cotiftante, 


quare Jf-A.o, & *-«, 
, ds dy dy 

+*-r- = o 
dy 

dy . ds 
~+ j- = ° 

dy dy 

*£+*£ - - 


; h “ i'd! _:i a!" 0> 


Unde tres partes quaefitae debent e(Te invicem aequales. 

Sit pariter £ + * + y + »='S 
aqq + bxx + cyy + ezz == min. 


ideoque ^ + 


dx 

dy n 


dy . ds 
~+ x- = o 
dy dy 


+ bx— + cyty- + ez^L = 0 . 
dy dy dy dy 

Sint y & z conflantes: erit 4? 4- ^— 
dy dy 


= o: undefly = 6jc. Eodem modo often- 


ditur, debere efle aq = ey = ez. Proinde $f + * + y + * = £. 


elementa reducitur, & fit q=Sx 


aq = bx = cy = ez 
bce 


unde res ad 


abc + ab e+ace •+■ bce 
■+■ -v" 1 4- y m -f 2 m 4- . , . ^ dato 
+ cyn + ez n -f- . . . = min. 


Erit 
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Erit mym-Ay _ 1 _ w/2: m -i— 4- . . . — o 

dv dv J dv dv 

anqn-ip- + bnx^i^L -f C ny*~i dy_ enzn -j ^ + . . . = o: 
dv dv J dv dy 

unde, omnibus quantitatibus mutabilibus praeter q & x politis conflantibus, fiunt 




= o; quare - =»— ^ 
dy dy x m -i dq 


dx 

dy 

djc 


nnq n ~i^l -f bnx “-i’ 
dy dy 


o agn-i _ _d*. 

bx a ~i d q * 

hinc aq n ~ m — bx n ~ m = cy n ~ m = w n -m .... 
n-m n-m n-m n-m 

feu Y'aXq = YbXx =2 Y^cXy=. V'eXz .... 

Exemplum fecundum. Sit q+x-\-y + z .. . = dato = S 

qxyz .= max. 

Igitur q + x+ y+ z+... = S 
log.q + log.A: + log.y + log.* + . . . = max. 


Hinc J +J? + & / +<j? 

dy dy dy dy 


+ . . . = o 


^.L+^.I+^.L+^.Lj- . . . = o. 
dv q dv x ' dy ' y ' dy’ z ' ’ 


Pofitis omnibus quantitatibus conflantibus, praeter duas q> x; fiunt 
; unde 


^ +^L = o 

A " Av ; unde -=- » feu q=x: quare q=x=y=s.... 

d q 1 .dx I q X 

dy q dv x 


Si eflet q+x+y+z + ...= dato 

q m . x n . y r . z* . ... =2 max., feu wlog.^-fwlog.^-f-rlog.y+jlog.s-b • • • —max. 


forent £ + 

dv dv 


+ 


dy 


ds 


dy ' djv 
da 1 , d* 1 , dy 1 . d2 1 , 

m iv- q +n AVx +r i,-y + ! Tv •? + •••* = Hlnc ’ «“s quantitati- 

bus praeter q & x pofitis conflantibus, fiunt 


M m 


dq 

dv 
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- o 

&v dv 

. 1 -f . I = °; igitur w.- = «-& proinde m. I=w.i=r.i=/. 1 .. . 
di> q di/ * qx q x y z 

unde res ad calculum vulgarem ^ x + y + *+-.•= S 
reducitur per aequationes m.l = n.l = r. I = j . i . . . . 

q x y z 

Obfervatio. Hinc determinantur tam m ? x . ima relativa fub datis quibusdam 
J minima ^ 

conditionibus, quam abfoluta, feu Scilicet una 

^ minima minima minimorum 

pluribusve quantitatibus mutabilibus pofitis conflantibus, determinantur relatio* 

nes mutuae reliquarum, ut ad bas conditiones relatum locum habeat: 

remotis autem bis conditionibus, determinatur abfolutum, feu 

maximum maximorum fl- a MH en cl 0 nempe relationes mutuas omnium quantita- 
mimmum minimorum r ^ 

tum mutabilium, ut minimum minimorum locum habeat. Sic uno latere 
trianguli alicujus magnitudine dato, & fummVreliquorum magnitudine data; 
triangulum aequicrurum, in quo latera haec funt invicem aequalia, maximum 
eft triangulorum fub priore conditione conftru&orum: ut vero fub data peri¬ 
metro triangulum fit omnium maximum, feu maximum maximorum, tria ejus 
latera debent efie aequalia. 

Methodum praecedentem exemplis ad geometriam pertinentibus illuftrare 
e re effe cenfeo. 


§. 186 . Problema. Inter parallelepipeda re&angula, eadem fuperficie in¬ 
tegra comprehenfa, quaeritur illud, cujus capacitas eft omnium maxima. 

Sint x, y , 2 acies parallelepipedi quaefiti. 

Fit ideo xy+xz+yz = dato xy + xz + yz = dato 

xyz = max. log.*-flog.*/-f log.s = max. 

hinc + = o 

dx_ i + dyi + ± _ 0 

di/ x d u y d v z 

* Sit 
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Sit z conflans: erit ^(#+*)+^(*+s)==o T t 

dv dv . quare y+s: x+x=L :- =sy: * 

d x i , ty i_ _ x y 

dv x dv y et z : z = y : * 

unde y == x. Eodem modo y =«. Proinde x~y~z- 

Problema. Omnia latera figurae alicujus re&ilineae praeter unum dantur 
magnitudine. Quaeritur figura omnium maxima, lateribus datis & latere non 
dato comprehenfa. 

Lemma. Area figurae cujusvis re&ilineae femiffis efl fummae re&angulo- 
rum omnium laterum binorum fumtorum, uno excepto, ductorum in finus funi- 
mje angulorum externorum, qui inter latera haec comprehenduntur. Vid. Opu- 
fculum infcriptum: Polygonometrie , Gene ve 1791. 

Exemplum 1. Figura propofita fit quadrilatera. 

Sint A, B, C tria latera magnitudine data: & fint y , z anguli figurae ex¬ 
terni, inter latera A & #, B & C refpe&ive comprehenfi. 

Erit AB (in.y _ max i mo> 

+^Cfin.(y4-«)+^Cfin.2 
Hinc ^S^cof.y 

dv , = o. 

+^c(g + |£)cof.(y+2)4-5C^icof. z 

Ponatur 2 conftans: erit + jcco ('^/+ z )~°’ unde Bcof ' ,J ~ Cco( -( r 8 °°'(J'" 1 '*)) 

Pariter fafto y conflante unde' Scof.2=^cof.(i8o°-(^)). 

Exemplum 2. Figura propofita fit pentagona. 

Sint latera data A , B , C, D; 
anguli externi quaefiti *, y , *• 
ldeoque (Lemma) AB(in.x 

-MCfm.(*-Fj/) + BCCm.y = max. 

+-4Dfin.(jf4rF*) + BDi\n.(y+z) +■ CDfin.s 


Mm 2 


hinc 
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Hinc AB —coH* 

+ <£ + S> f -^) +2fc S c ° f y = o- 

+MJ 0iv +jI+£) C ° r -^ + ^ +SD (fv + df) COt ^ +CD S Cor - S 

POlitiS tfbSrr ftan ' *«*« + Ccof.(*+y) + Ocof.(^ + ,) 

pofitbx&icon&m- A C coU.x+y)+AD C ot.(x+y+z)+BCcoty+ BD cof.fy+2) = o. 
dt S& -tfcof.(jf+y+«) + 5 cof.(^) + Ccof.z 

Pioinde quaeftio propofita ad alteram reducitur mere geometricam (aut alge- 
btaicam), qua quantitates quaefitae x, y, z per tres aequationes datas deter¬ 
minantur. 

Inveftigationis methodum eandem efle, quicunque fit numerus laterum 
figuras propofitas, ultro patet. 

Non immoror demonftrando formularum harum confenfui cum altera pal¬ 
maria figurae propofitae omnium maximae proprietate, qua fcilicet figura haec 
femicirculo infcribitur, cujus diameter eft latus quaefitum. (Vide inter alia 
Opufcula infcripta: De relatione mutua capacitatis terminorum figurarum , Varfav. 
1782. Abrege d'lfuperimetrie elementaire, Geneve 1791.) 

Quaeri etiam poteft figura omnium maxima, lateribus magnitudine datis 
comprehenfa. Invefligationis hujus methodum paucis etiam exemplis illuftrabo; 
a cafu determinato incipiens, quo figura propofita eft quadrilatera. 

Sint A, B, C, D latera data quadrilateri , quod omnium maximum fieri 
debeat. Ducatur refla diagonalis, qua; propofitum quadrilaterum in duo trian¬ 
gula dividat. Sint A, B crura unius horum triangulorum; & fit x angulus in¬ 
ter ea comprehenlus. Sint C, D crura alterius trianguli; & fit y angulus illis 
comprehenfus. 

Erit AA— 2 ABcoLx+BB = CC—iCDctf.y+DD 
AB fin.x -f cd fm.f/ = maximo. 


Hinc 


a 7? 

Hinc ABt\ln.x^~ = CDfin.t^ 

ABcot.x~+ CDcoO/^ = o, feu ^i?cof.*^ = CZ?cof.(i8o°-y)^. 

Ergo ^ 2 ?fin.* : CDfin.y = ABcotx : CDcof.(i8o°-y) 

tang.* = tang.(i8o°-y); * — i8o°-y- 
Maximum igitur quadrilaterum lateribus datis comprehenfum circulo poteft 
infcribi. 

Exemplum fecundum. Quaeratur pentagonum, cujus latera A, B, C, D , £ 
dantur magnitudine, & quod fit omnium maximum. 

Ducatur diagonalis, quae pentagonum propofitum dividat in triangulum, 
cujus crura fint D, E; & in quadrilaterum, cujus latera reliqua fint A t B> C 


Sit x angulus externus figurae lateribus A, B 

v ----- B, C 


interjacens 


D, E - 


Erit ( Polygonometrie ) AA+2ABco[.x 


+2ACcoL(x-{-y)-\-BB-\-2BCcoLy+CC 


=DZ> 4 - 2 DEcof. z+EE 


2AB fin.x 

+zAChn.(x+y)+BCCm.y+DErm.z 


=maximo. 


Hinc 


AB fin.^ 4 " 

dv 

+^Cfin^)(i5+i) .= 

+5Cfin.ji^ 

di/ J 


dy 

+^Ccof.(*4y)(^ + §) + nCca( -y% + DEcoL ^i, 


o. 


Hinc 


d*( AB fin.Ar , d#( AC£m.{x+y) __ * 

dv +,<#CTin.(*+y)) T dv + 5 Cfin.y ) dv 
d*( AB cof .x dy( ^Ccof.(x 4 -y> ,&s nR , 

dT -MCcof.(*+#)) ■*“ dy + 5 Ccofy ) + du C ° U 
Mm 3 


cr 


o. 


Fiat 
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Fiat z conflans: erit 


£fin.*+Cfm.(*+y): B co(. x +Ccof.(x+y) = Ahn.{x+y)+R Cm.y : Aco(.(x+y)+Bcoi.y. 
Fiat y conftans: erit 

£fin.* + Cfin.(*+*/) : #cof.* + Ccof(*+#) = fin.s : cof.(i8o°— z). 

Pariter, pofita x conftante, fit 

A {[n.^x+y')+B fin.y : ^cof.(*+r/) 4 - Bcoty = fin.s : cof.(iSo°— z); quge pro¬ 
portio jam refultat ex duabus praecedentibus. 

Duae iftarum proportionum cum aequatione 


AA+2AB cof.* 

+ 2 AC cof .(x+y) + BB-\- 2BC cof.f/ + CC 


DD + zU E cof. z 4 - EE combinatae 


tres exhibent aeqnationes, quibus quaeftio propoftta ad problema algebraicum 
determinatum reducitur. 


Tertium exemplum. Quaeratur hexagonum lateribus A y B, C, D , E, F 
magitudine datis comprehenfum, cujus area fit omnium maxima. 

Angulus externus inter latera A, B comprehenfus fit * 

B, C - - ^ - - y 

D, E ----- x 

E, F - - - - y\ 

EritAA-\- 2 ABcof.x DD-\-2DEca£.x l 

+2ACco{.(x->ry)4-BB-\-2BCco{.y-\-CC -\-2DFco(.(x '+y) \EEr 2 EFcoty +FF 

et AB fin.ar -4- DE Sva.x 1 

+ ACCin.(x+y')-\-BC&ny + DFti.u.(x'-t-yy+EF&o.y ' = m aximo. 

DifFerentietur utraque aequatio; & omnes quantitates mutabiles x, y y 
x, y' ponantur fucceflive conflantes, duabus exceptis: hinc eruentur tres rela¬ 
tiones diverfae quantitatum harum mutabilium ; quae cum priori aequatione com¬ 
binatae totidem fuppeditabunt aequationes, quot funt quantitates incognitae. 

Theorematibus, quibus formulae, ad quas pervenitur, anfam praebent, 
evolvendis non immoror. 

Problemata haec propofui tanquam exempla univerfalitatis folutionum cal¬ 
culo difTerentiali innixarum: eadem vero aptiflima funt ad oftendendum, quanto 
breviores & lucidiores effe poITmt folutiones mere elementares iis cafibus, in 


quos 





quos quadrant; cum facillime & univerfaliter demonftretur: figuram lateribus 
magnitudine datis comprehenfam omnium maximam eam effe, quae circulo 
poteft infcribi. (Vide v. gr. Ojmfcula mea jam nominata.) 

Iisdem principiis infiftendo determinari poteft figura omnium maxima, 
cujus anguli & perimeter dantur. 

Problema. Inter pyramides triangulares aequealtas, bafi fpecie & magni¬ 
tudine datae infiftentes, ea quaeritur, cujus fuperficies eft omnium minima. 

Altitudo pyramidis dicatur h; latera bafis fint A , A\ A". Anguli (quae- 
fiti), fub quibus facies pyramidis lateribus his refpecUve adjacentes ad bafin in¬ 
clinantur, fint x, x', xrefpeftive. Puntti, in quo altitudo pyramidis bafi occur¬ 
rit , a lateribus bafis diftantiae funt refpeftive h cot.x, h cot.x', h cot.x*. 

Altitudines facierum pyramidis funt hc ofec.x, /i cofec.x', A cofec.x*. 

Duplum areae bafis eft h(Ac ot.x 4 - A'cot.x' + A" cot.x"). 

Dupla fumma facierum eft h(A cofec.x -I- A'cofec.x' + A" cofec.x" ). 

A cot. x + A' cot.x' + ^"cot.x" = dato 

Ideoque ^ co fec.x 4 - A cofec.x ~r A cofec.x" = minimo. 

Hinc A^-cofec. 2 x + /?'^-cofec. 2 x' -f^"^Lcofec. 2 x" = o 
de de de 

cot.xcofec.x+A'^Lcot.x'cofec.x'+ A' ^Lcot.x cofec.x 1 ' = o. 
de dv de 

Fiat x" conftans: erit ^-cofec. 2 x +A'^L cofecAx' = o 
ae de 

y^cot.x cofec.X'— cot.xcofec.x' = o. 
de de 

Hinc A~ : —A'^L = cofec. 1 *' : cofec. 2 * 
de de 

f : — A' — = cot.xcofec.x' : cot.xcofec.x 
de de 

Proinde cofec. 3 x’ : cof ec. 2 x = cot.x'cofec.x' : cot.x cofec.* 

cofec.x' : cofec.x = cot.x' : cot.x 

1 : i = cof.x : cof.x; ideoque x=x'. 

Eodem modo infertur x = x . Pyramidum igitur triangularium aequcaltarum, 

bafi 


2 80 


bafi datas infiftentium, ea terminatur fuperficie minima, cujus facies ad bafiu 
aequaliter inclinantur. Vide Opufcula modo commemorata, in quibus propofitio 
haec methodo mere elementari adftruitur, & uberes ejus confequentiae evol¬ 
vuntur. 

§. 187. In quaeftionibus poftremo loco tra&atis quantitas, quae 
reddi debet, funftio eft plurium quantitatum mutabilium, a fe invicem ita in- 
dependentium, ut determinatio unius reliquas non determinet. Criteria, qui¬ 
bus dijudicari poteft, utrum ejusmodi funttio max . ima e fle poffit, nec ne? 
primus omnium univerfaliflime conftituit celeb. de laGrange QMifcellanea Socie¬ 
tatis Taurinenjis ,Tom. I.). Sufficiat hoc loco, fun&iones duarum variabilium con- 
fiderare, atque criteria haec ex formulis capite praecedenti traditis deducere. 

* + ~ x d'P+ — *d"P + x d"P 

Quoniam eft y P=P 1 1x2 1*2.3 

+%L*A!P +2 ^V ’d' x d'P+3— 2 ~2 r d*d'P 

+ . . . . 


+ *alu‘p 

1.2 


+ 3 


1.2.3 

Ax.ty 2 y i»jr 


ut funftio haec fiat 

Eft autem 
&x 2 X d n P 


debet effe 


1.2.3 

+ *£- y d”P 
1.2.3 

*d'P = o 
7 d'P = o 


r d wx d 'P 


-f-2A.v.Ay y d' x d/ > = *d*P Ax a -f2AAT .ku — ^ + Ay a —— 

L x d"P J x d"P J 


+ Ay 27 d"P 




Ajc 9 4-2Ax . £sy 


L 


’d' x d'P 

*d "P 


+ &y 


S 7 d' x d'PVl 

L *d"p j J 




[ f y d'*d'p y y d "p 

[ d!‘P 


= x d 7 >f Ax 
= *d”P Tax 


+ 


-f A y- 


7 d' x d'P 
*d'P 
7 d' x d 'P 
x d "P 


T 


+ Ay**d ‘P 


f y d' x ( 

.1 *d‘P j 

' y d’P pd'M '^1 » 
M "P L *d"P J 


‘ + 

L *d"P 

Pro' 
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Proinde quoniam quadrata + *, ty % femper funt pofitiva, fun- 

ftio P maxima eft, fi fit tam x d"P, quam y &'P— ne S ativa; & po- 

fita x d"P negativa, ac proinde— ~—^■ pofitiva; necefie eft, ut fit y dP 

, m ( WjP)* 

negativa ; praetereaque (fignis omiflis) debet efle y d P > * * e11 

*d'Px y d''P>( v d ,x d'P)*. 

r y d ,st d’p^ 2 

Contra funttio p minima fit, fi tam x d"P, quam y dP—- v --- J eft po- 

d P 

fitiva: & pofita x d"P pofitiva; oportet, fit y d'P pofitiva, eaque talis, ut 
y d"P. x d'P> ( y d ,x d'P)*. 

Exemplum hoc fun&ionis duarum variabilium docet: criteria, quibus 

maxima f un £i onum plurium variabilium difcernuntur, nonnifi fumma adhibita 
minima r ....... 

cautione pofle determinari; nifi ex ipfa quaeftionis natura immmediate judicari 

poffit, utrum quaeftio ad m ? xitna referenda fit, aut nulli limiti anfam praebeat? 
* ^ minima 

Exemplum primum. Sit P = xx+xy+yy ~ ax ~ ty x^"p _ , ^ 

R d’P =3 5*4 y -a y d 1 s d\P 5 s i; 

H'P= X+2J/ + * 

proinde "dP. 7 d”P(= 4 ) > ( r d' x d'.£ , ) J . 


x d'P( = 2x-f-!/-a) = o 
y d'P(=x42#-6) = o 


Fiat ^ “ °. Erit 3 ; & funftio P his valoribus re- 


fpondens, nempe — aa - ~ , eft omnium minima. («) 


(**) Irrepfit error typographicus in pag. 649. Calculi differentialis Euleui , ubi funftio 

. . .... rr aa+ab—bb . —aa±-ab—bb 

hsec m;iuma dicitur efle —---, loco -4-. 

3 3 


2%Z 


Exemplum fecundum. Sit P= * 3 -3<tt#4 -y* , 

Xj , n y d P= - sax+wy 

d^*= 3 xx ‘3 a y >d'*d'P=- 3 «. 

d i J = +2. 3 y 


x d' 7 J = 2.3JC 


Fiat **-* *°: 
-ax-tyy = o 


erit 


. x 4 o n 

-ax-\ -- o; x = a y = °. 

cui 7 j a 


Quoniam faais * = ®, eft x d"Px M 7 >< C r d *d'/=)»; funftio P his valori- 

bus refpondens non eft omnium m ? x . lma 
r minima 

Fiant erunt proinde %i “ p - , d’I > >Cd'P. x d '/>)*,& fun- 

r . maxima ». . *d*P:=+6a . 

ftl ° flt minima * At( l ul y d "/> = + 6a > l S^ur funftio P =*-«3 minima eft. 

§. 188. Quaeftiones ad ”f n ^„ a pertinentes magnam cum duftu tangen- 
tium a punfto extra curvam dato habent affinitatem. 

Per punftum enim datum agatur refta, ad quam tanquam axem curva re¬ 
feratur. Si curva verfus axem hunc concava eft,* angulus, quem refta curvam 
tangens ab hoc punfto dufta facit cum axe, major eft angulis, quos reftae cur¬ 
vam fecantes ab eodem punfto duftae faciunt cum eodem axe: contra prior an¬ 
gulus minor eft pofterioribus, fi curva eft verfus axem convexa. Problema igi¬ 
tur, a punfto extra curvam dato reftam ducere, quae curvam contingat, ad al¬ 
terum reducitur, quo ab eodem punfto refta duci jubetur curvae occurrens, 

^ uas minimum an S u ^ um cum axe comprehendat. Subtangens curvae dicatur t; 

Ordinata reftangula per punftum contaftus afta dicatur y: erit fL tangens tri- 

gonometrica anguli, quem refta curvam contingens cum axe facit; proinde 

J/. maximum , t^- — u~ d u d/ „ . d? 

T minimum ; unde = °> % = Atqui^ = i, five abfcifta- 

rum origo in ipfo punfto dato ponatur, five in alio punfto intervallo dato a priori 

diftante. Ergo /xi = y, = quod confentit cum §. 40. 


ReJa- 



m 

Relatio haec non effugit fuperioris feculi mathematicos, quorum molimina 
utrumque problema de ductu tangentium & de maximis ac minimis folvendi 
ad generales calculi differentialis regulas viam liraverunt; quos inter Ferma- 
tium, Rou er vallium, Pascalium, Barrowium nominare fufficiat. 

§. 189. Quamvis quaeftiones ad pertinentes inde ab eo tantum 

tempore cenferi debeant perfefte folutae, quo generales calculi differentialis 
regulae iis applicatae fuerunt: abunde tamen, quae fuperfunt, monumenta do- 
cent, veteres geometras hujus generis quaeftionibus operam haud inanem im- 
pendiffe. Ipfa Elementa Euclidis propofitiones nonnullas ad pertinen¬ 

tes fillunt, ex. gr. in 5 ta & 9 na Libri fecundi. Luculentiflime autem hoc com¬ 
probant libri antiquorum ad analyfin geometricam pertinentes, a Pappo re- 
cenli, & partim fuperllites, partim a recentioribus mathematicis reftituti; prae- 
fertim Traftatus de SeEtione rationis & J patii , de Scftione determinata , & de Inclinatio¬ 
nibus , atque inprimis Liber V. Seftionum conicarum Apollonii. 

Quando problema aliquod geometrice folvitur; defe&us occurfus mutui li¬ 
nearum in conftru&ione ducendarum monet de propofitse quasftionis impoflibi- 
litate: algebra autem impoflibilitatem hanc indicat per introduftionem quanti¬ 
tatum (quas vocant) imaginariarum, fefe invicem non dellruentium. Sed im¬ 
perfecta folutionis sequationum conditio obdat, quominus algebra hoc refpeclu 

fufficiat. Cum vero aequationum fecundi tantum gradus folutio plana fit; fun- 
maximae 

ftionum ejusdem ordinis m j n j m3e facillime per algebram dementarem determi- 
nantur, quod paucis exemplis declarabo. 

Primum exemplum. Sit iax—xx = x(2a—*) funftio fecundi ordinis, cujus 
maximum quaeritur. Sit 2ax — xx = p : erit a = + ^(aa-p}. Lt proble¬ 
ma fit poffibile; requiritur, non fit p major quam aa: proinde maximus ipfius 
p valor eff; aa; & tunc x—a = 0 , x = a, 2«— x = a; feu duo termini produCti 
x£ 2 a—x) funt invicem aequales. 

Exemplum fecundum. Sit numerus datus 0 dividendus in duas partes, fic ut 
fumma produftorum quadratorum ipfarum per numeros datos #», n fit omnium 
minima. Sint duae partes x , a—x; & ponatur wixx-f-n(a—*)* = p: 

Nn 2 


erit 


, ± ^(p(m+n) —> adimi) 


Ut problema poflibile fit, debet efie 


X'»+ w )> aamn; feu minimus ipfius p valor eft aa—& ca f u auo ® e o 

im-H* * ^ r 

omnium minima, fit jc = —, <*—x = —. 

Wi+M «H-» 

Exemplum tertium» Sit ?"(aa-|-x;c) — ™x = b. 


unde aa _f xx 


uu i 2W, . mm 

= W +—ox-f- xx. 

n nn 


i a . Sit m = n: prodit aequatio primi gradus, quae m ? x } mo locum non 

minimo 


praebet. 

2°. Sitm>n: x+b- ^ L - = ± vCaa -f bb -”!-V unde fun- 

mm-nn V mm-nn ’ ue Iun ** 

ftio propofita nullum admittit limitem. 

3°. Sit m<«: X — b~ tnn ~ + V'Cbb -—- — aa - 

nn-mm \ ( nn-mm) 2 ni 

pofito m <», valor omnium minimus ipfius b talis eft, ut fit 

b = 


„)• Itaque, 


& tum eft x = = flX ^7-s. 

mu- mm y(nn- mm) 

ir^aa+xx) = a X ———--- 

Y{nn-mrn) 

Methodum hanc elementarem inveftigationi minimi cerae apium cellula- 
rum Mciflime applicuit fagacifiimus Dn. Le Sage ; qui ita celebre hoc tam 
apud mathematicos quam apud rerum naturalium ftudiofos problema primus 
ad elementa reduxit, & quidem ad inveftigationem minimi funttionis 

V^aa+xx)—~x cafu, quo #»< n (uti in pofteriori exemplo). Solutionem hanc 

amicifiime mecum communicavit, quo tempore ftudia mea mathematica paterno 
amore regebat," pariter ac plurimas obfervationes ad hoc caput pertinentes,, quae 
extant in Commentariis Academice Berolinenjis ad annum 1732; Sur le minimum de 
cire des aloeoks des abeilles r & en partitrulier fur un minimum minimorum relatif d cette 
taedier e- VuL etiam Relatio mutua Stc* 


Caput 
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Caput decimum nonum. 

De radiis curvatura > et de curvis evolutione genitis. 

§. 190. 

j^int M, M' duo pun&a alicujus curvae; per quae agantur duae reftae normales 
MN, M'N*, quae axi in punftis iV, N' occurrant. Diftantia NN' pun&orum 
horum eft pp — PN+ P'N'= Ax— y^- 4 -*/'^- 

d* dx 


Quoniam 

yy - yy 

•8+8 

5*1 

II 

" 5 sil H 

“»i " 

4 -» 

. Ax dy 

+*—: y~ 

1 dx 

+ “[<D‘ + iS] 


+ Ax= f dy ddi/. dV) 
iT(_ 3 C dx^dxij 





+. 

4 -. 

4 * - ----- 

+ - ----- 

Unde iVA?' = dx[i+(|) 2 +y^j 

+ A^f- dy ddy d^-l 

1.2 Ij 5 djc djc 3 *'cbc 3 J 

+ (V^y+ £1 . 

1.2.3l W' Mx dx^ y dx«J 

. ^ 4 r 10 ^ d3y 

i.„4(_ dx 3 dx 3 

dyd 4 y dV) 

+ 5 di d^ +V S^J 


+ - 
4 - - 


§. 191. Duae normales MN, M'N' fibi invicem (fi fieri poflit) occurrant 
in Z pun&o. Pun&um hoc occurfus fic determinatur. 

Nn 3 


In 


ttg- 56 . In triangulo NZN' eft Rn.NZN' 
feu fm.(M'Np'-MNP) 
unde cof.iV—fin.ATcot.AT' 

cof.AT-fm. 4 i' 

dx 

NP-MP^L 

dx 

et NP—MP^L 
dx 


fin.AT' = NN' : NZ 
Ra.M'N'P'= NN' : NZ 
i = NN' : NZ 
t = NN' : NZ 

MN = NN' : NZ 

NN' = MN : NZ 


Atqui V-jy , Ax ddy ,Ax a d^y Ax» d 4 y 
d* cU i dx* 1.2 djc 3 ^"1.2.3 djc 4 

Igitur NP-MP^l=.y(^L.^- + ^l.^L+^.^L + \ 

dx dx 2 1.2 dx 3 1.2.3 dx 4 + V 

ATZ : MN= :.«djy , J| 

Mar ^dx* [_cU 4 1,2 d*° 1.2.3 dA; 4 J 

4 -^f dd ^ 4 -f / d ^1 

i.2Ld^’d^ 2 y dJc3J 

l A 2. 3 |jVv 2 ' ^ 4 cbe d^Wj 


Iz 2.3 

+ - 
+ - 


r,f d dyV +4 dy.dfy;, d 4 yl 

d M^ ; T4 dx dx 3+? dx 4 


et mz : MN = 1 +(^) 2 


Axf.^ ddy .*dV] 

i.agMxd* 2 S <U 3 J 


.•-«fddy+^.diy+d-* 1 d4 y+ 1 

[cU* 1.2 d* 3 1.2.3 d^; 4 J 


1.^.3 

+ - 
+ - 


3 W' ^ 4 d* djf 3 ' ^djt * 4 j 


Ut confequeijtiae ex hac proportione necli poflint, duo diftinguendi funt 
cafus, uti in §. 170. 179, 


§• 192. 





d 4 : 


m 

<§. iQ2. Primus cafus. Exponentes differentiales fucceflivi ^ , 

* d* d** d* 3> 

. . . figno impoflibilis non afficiantur. 

Cafu hoc pofterioris rationis limes aequalis efl rationi J + ; 

proinde & rationis prioris limes aequalis eft eidem rationi i 


feu i +(^f) 3 ; _ , & im.MZ = MNx 1 + ^ £-. Atqui 




K dx‘ 


J dx z 




^=y[i+(J) a 


f I+ (r) 2 l ! 

(<§. iio.) Ergo \\m.MZ = L _ d * J . 

ddr 
da:* 

Obfervatio prima. Quamvis haec expreftio formam habeat negativam, reapfe 
fit pofitiva, quando curva verfus axem concava eft. 

Obfervatio fecunda. Ex Z puntto agatur ZQ ipfi MP perpendicularis. Eft 

" nit ll "-*i-irir 


Obfervatio tertia . Quoniam fi n.NMP= 

Hinc lim. 


6y 

Sx 


eft 


dav 
id \y 
dai* 

d. fin. NMP 


dd y 
da:* 


r «sy 

i _ d. Rn.NMP _ d. colPMT 


d.v 


(■+©■)* 

Aquatio hsee immediate fxc poteft demonftrari. Refta M'P' ipfi ZQ. occur¬ 
rente in p, funt Qn.NMP^&L, ?£-,i hinc an.NMP-Cm.N'M'p' 

ZIvi /*I\l 

ZQ. Zp _PP^ 7n (- i i V _A.Cm.NMP_ i , 

"M ZM' ZM‘ P \ZM ZM'J’ ^ ' ~ ™ + 


■ MZ 


dx 


d* 


Ax 


Zp^ZM'-ZM 

ZM^ Ax^ZMTIE' 


, ASm.NMP 

*-fi— ; 


I 

ZM 


1 °. 
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Objervatio quarta . W re£a occurrat in * tangenti MT per M punftum 
duftae. M 't = — ddy A * 3 d 3 ? A** d 4 y n ^ 

^•d^ + r 7 i d^ + i^ > ^ + ----) es-1700 

et j®* = d**( 1 + q|p*^ 

Proinde *! -_ 1 + (df)* 

Mt —C-L <%, n * d 3 y Ajt* d 4 # . n 

ap + ^-djr + I -3'd^ + - • • 0 


et lim.^! = 
Mt 




x _ ddy 
1.2* dar* 


dav 

ddy 


Atqui lim.^/Q = —JJ 7 —• Ergo S lim.^Q=lim.^. 

~d^ Mt 

'+<&)* 


§• 193 - Sumta .% = aiHQ = lin, = 


centro 2 radio MZ = 


*—r- =- t;—-» fiat femper tq‘=^l ■ 

Mt _ ddy V * Wt’ 

dx 2 

& defcnbatur curva per punfta q,q' hoc modo determinata transiens. Tum 

O+CiD’)' . 

^- deicnbatur circumferentia circuli; quae 

• j O dx= 

prom e per M q transit, atque re&am MT , ac proinde etiam curvam MM' 
in M tangit. Circumferentia haec occurrat reftae M'P 'm R R' punftis. 

Primus eafut. Sit Mq quantitatis limes quod ad parvitatem; ideoque 

femper fit tq> tS\ & arcus qq extra arcum qS'. Quoniam MP = 
P‘xtR= Mtxtq, & tq > IR ; ergo tR>lil !’. proinde arcus circuli MR cadit 
mtra arcum curvae MM'; ac tanto magis quaelibet circumferentia retiam MT 
in M tangens & radio minore quam MZ defcripta, utpote circulum ipfum MR 
intus tangens, mtra curvam MM' cadit Tum radio MZ' majore quam MZ 
defcnbatur circulus, qui reft3e Mp in ' ?punao> & feftie M y in r & r ' pun . 

&is 
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ftis occurrat. Erit ideo M'q^>Mq, & puncTum 'q extra curvam qq; pariterque 
arcus 'qr' extra arcum qR': quare, punfto m' ad punftum M accedente, arcus 
curvae qq cadit inter arcus circulares qR\ 'qr'; itaque erit tq '< tr. Atqui 
Mt 2 = M'tXtq' = rtxtr: igitur M't > rt; & circumferentia radio Z'M> ZM 
defcripta cadit inter arcum MM' & tangentem MT. Proinde hoc cafu arcus 
curvae MM.' jacet inter arcus circulares MR, Mr , fic ut nullus circulus, cur¬ 
vam in punfto M tangens, inter arcus MM.' & MR cadat. 

Secundus cafus. Sit Mq quantitatis ~~ limes quod ad magnitudinem; ita 
ut femper fit tq'< tR', & arcus qq intra arcum qR'. Quoniam Mt 2 =zRtx tR = 
M'txtq, & tq'<$tR': erit Rt<M't; proinde arcus MR cadit inter tangentem 
& arcum MM.'; ac tanto magis quaelibet circumferentia radio majore quam MZ 
defcripta, quippe circulum MR extus contingens, inter tangentem MT & ar¬ 
cum MM' cadit. Tum radio MZ' < MZ defcribatur circulus, qui rete M1* 
in r & r punftis, & rete MQ in ‘ q punfto occurrat. Erit ideo M'q< i Mq, 
tr' < tR ', & arcus qq jacebit inter arcus qR' , 'qr'. Proinde punfto m' ad pun- 
ftum M accedente, fiet tq'>tr; ideoque tM' </r, & arcus JMM' cadet inter 
tangentem MT & arcum Mr. Quare hoc etiam cafu nullus circulus, curvam 
in M tangens, inter arcus MM' & MR transit. 

Nullus itaque circulus curvam in M tangens , radio five majore five mi¬ 
nore quam MZ defcriptus, cadit inter arcum curvae MM' & arcum circula¬ 
rem MR, ad partes punfto M utriaque vicinas. Circumferentia igitur radio 
MZ defcripta arcum curvae MM' ftriftius tangit, quam ulla alia circumferen¬ 
tia, five major five minor priore. Hinc circumferentia haec curvam ofculari, 
& radius ZM radius ofculator dicitur. Curvatura arcus MM ad curvaturam ar¬ 
cus circularis MR propius accedit, quam ad curvaturam cujusvis alius arcus 


circularis; unde radius ZM vocatur radius curvatura arcus MM in puncta) 71/. 

( t +(£)"-)• 

Formula ideo radii curvatur* eft _ ^ -5 cujus applicationem nonnul¬ 


lis exemplis illuftrabo. 


Fig-56. 


0 o 


§• ‘94- 
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§. 194. Exempla. i°. Sit parabola conica, cujus aequatio eft yy — 2 px. 

r (^.Y = PPjM 

VdJc> yy 


Fit y^l =p, jA+r^V^o, ,/^ = -El —PP 

y dx I,:l Ax-^Vdxy 0 ,J dx’ yy’ dT* p’ 

mz = te?)!, & Hio = y jpp+vn) . 

PP PP 


Obfervatio. Fafto y = o, fit MZ=p; & hic eft limes (quod ad parvitatem) 
normalium parabolae. 

2 0 . Sit ellipfis conica, cujus aequatio eft yy = ^(aa—xx). 

Hinc y—L = ——jt, (^Y+y^=- b l, J&jl*! i ddy = _M j__ 

dx aa ^dxS dx z aa J dx 2 aa yy ’ dx 2 aa‘y$' 
MZ= Fiat y = o: erit MZ = ~; & hic eft limes (quod 

ad parvitatem) normalium ellipfis. Sit a = b: erit MZ = —=«, feuconftans- 
quo cafu ellipfis in circulum abiit. 

3 0 . Eodem modo determinatur radius curvaturae hyperbolae conicae ex 

aequatione yy = —(x*— aa'); qua fit MZ = + 

aa a b* 

4 0 . Sit cyclois vulgaris, cujus aequatio eft y= 7 ^( 2 rx-xx) + rarc.fm.v.—. 

r 

Fit ~ = y'—— ddy __ r 1 2t. 

djf x 9 ti* 2 xy'(2rx-xx) f 1 Vdav x* 

MZ = 2ry(2r(ar-^)). 

§• 195. Hucusque tradita nituntur fuppofitione, dari limitem quoti 
. Mt 

quo cafu radius curvaturae poteft determinari. Ut alterum cafum , quo nullus eft 

quoti hujus limes, diftinftius evolvam; a curvis ordiar, quarum aequatio fim- 

pliciflima eft, nempe y = p'- n x*. 

Defcribatur quicunque circulus curvam in vertice contingens, cujus radius 
r ; & rectae in hoc circulo axi ordinatim applicatae fint y'% 

Quoniam y = pi-*x n , eft yy — pz-wx*". 

Atqui yy' = *(2r-x) 

Urgo yy:y'y' = pi-^xw : x(^r-x). 


i°. Sit 
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i°. Sit 2» = i, feu n = \ : erit yy : y'y' = p^n : ir . x = p : sr—*. Pro¬ 
inde, imminuta rationis pofterioris limes eft ratio p : 2r; & ratio haec eft ra¬ 
tio aequalitatis, fi p = 2 r, feu r = §/?. 

2°. Sit 2« > i; ideoque yy : #V'= p 1 ' 2 n *2n-i: 2 r-*. Imminutae, nullus 
eft limes (quod ad parvitatem) pofterioris rationis; itaque nullus etiam eft limes 
(quod ad parvitatem) rationis prioris: quaelibet igitur circuli circumferentia, 
curvam in vertice contingens, cadit extra curvam ad partes vertici vicinas, 
utcunque parvus fit radius ejus r. 

3°. Sit i; yy : p2-2": *i-2n( 2 r-x). Imminuta x , nullus eft po¬ 

fterioris rationis limes, quod ad magnitudinem; ideoque nullus etiam eft prioris 
rationis limes, quod ad magnitudinem. Proinde quaelibet circuli circumferentia 
curvam in vertice contingens cadit intra curvam ad partes vertici vicinas, utut 
magnus fit ejus radius r. 

Ideoque parabolas inter, aequatione y = p*~ n x n determinatas, parabola co¬ 
nica fola eft, cujus curvatura in vertice cum curvatura circuli conferri poflit. 


Idem confequitur ex applicatione formulae generalis radii ofculi ad cafum, 
in quem quadrare non poteft: eum nempe, quo nullus eft quoti limes. 


five quod ad magnitudinem, 

„ 0 +®') 

curvaturae R =2 --^ 


five quod ad parvitatem; feu quo formula radii 
fit autzero, aut impofiibilis. 


Etenim pofito y=p'~ n x n , fit ^ 


R = c I-Hwp— n * an - a ) a 

-«.«- ipl- n X n ~2 


!°. Sit n — 2: erit R = —§px(i- 4 - 4 —/ 5 & fafta jc = o, R = ~ 


Oo 2 


2 0 . Sit 


/• . X2TI-2 \ 2 

(l+««- ) 

2 °. Sit n > 2 : erit R = --- -; & facta x = o , ^ =2 — — 1 _ 

-n.n-i— «(«-i)o "-3 

pn-i 

quod efl fignum impoftibilis. Nullus eft circulus, utut magno radio defcriba- 
tur, curvam in vertice contingens, qui extra curvam cadat ad partes vertid 


3°. Sit n^ 2 ; erit R = — p n -i*2- n x 


n p2n-2' 


: proinde fafta *=o, 


eft R = o; feu nullus eft circulus, radio utut parvo defcriptus, qui curvam in 

vertice ita contingat, ut ad partes vertici vicinas intra curvam cadat. 

A 

k 4 0 . Sit n = 1: erit R = — X x. Hoc cafu linea propoftta eft refta: pro¬ 
inde contradiftorium eft, de curvatura ejus dicere; quod monemur figno im- 
poflibilitatis £, ab abfcifla x independente. Idem contingit, fi fit n = o ; quo 
cafu linea refta parallela eft axi, ad quem refertur. 

5 0 . Sit permutatis coordinatis, calus hic ad tres priores reducitur. 

6°. Sit n negativa, feu curva propoftta fit hyperbolica. 

3. 

Tunc R =.—2-4-2n + nnp2+2 ■) - ^ __i_. quoniam contradiftoria eft fuppo- 

ri.n+ipl-\-n JC^n+I 

fitio x = o; introduftione figni -- 1 — monemur, contradiftorium efle, loqui de 

o 2n +i 

curvatura curvae in punfto per abfurdum fifto, ubi afymptoto occurrat. 

Quo minor eft x, eo magis radii curvaturae valor accedit ad 
& quoniam nullus eft abfciftae * limes quod ad parvitatem, nullus etiam eft 
radii R limes quod ad magnitudinem. 

Sit ppy = **(a-?c). Erit pp^- = *(2a-3*) 

dx P p ^ . xx{ 2 a-$xy y 

pp<Ml= 2 (a- 3 x) 2 (sx-a)\ P 4 ' 


Fiat 
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4 \§ 

Fiat 3*=a: erit K = +-^-4) • Huic abfciffae refpondet punttum fle¬ 

xus contrarii. (Vid. Fig. 47.) 

Sit p*y=x 3 (a-x). Tunc p 2 ^!L =s **(3«-4*) 

7 ? j?- _ g s - r T 4 - ^- 4 ^ \i 

^3^ = 2 < 3 a- 6 AT) 2 x(bx-sa)\ pO J ' 

d* 2 

Utrique abfciffae * "Z ° a refpondent punfta flexus contrarii, quibus nullus re¬ 
fpondet limes quoti (Vid. Fig. 48.) 

In puntto flexus contrarii ob = 0 eft ^ = C, y =2 C'+Cv. Proinde 

aequatio curvae eo propius accedit ad aequationem linete re&ae, quo punfta cur¬ 
vae ad punftum flexus contrarii propius accedunt. 

§. 196. Confideratio curvaturae curvarum ad focum aliquem relatarum in 
mathefi, mixta praefertim, frequenter magni momenti applicationibus infervit; 
quare breviter eam explicabo. 

Sit F focus, ad quem curva MM' refertur per radios veftores FM t FM\ Fig.57. 
atque angulos AFM, AFM\ Per M agatur refta tangens MT , cui FM' in t oc¬ 
currat. Curva eft verfus focum F convexa* P rout * Fi%FJU'. 


Sit FM — y , FM' — y y AFM = jc, MFM' = Ax. 

Itaque y‘= 

1 dx 1.2 d* 2 1.2.3 d* 3 1...4 d* 4 ~ 


fin FMT 


= yx : 


r> _ p M _ _ _ __ 

fin .(FMT-kx) 3 '' cof.Ax-cot.FJtfTTm.A* 

= #fec.Ax(i+cot.F^rtang.A.v4-cot. 2 i r iI/Ttang. 3 Ajc4-cot. 3 F.MTtang. 3 A:!c4^ f .^ 

= y(i-Fitang. 2 A^-|*|tang. 4 ^^...)(i4-cot.^irtang.nj;-fcot. a / , ^frtang, 3 Ax-F...) 

= y+ycot.Fitf 7 tang.Ax+fytang. 2 A* +|f/cot.i^frtang. 3 AA:-F 

+ycot. 2 FiW7’tang. 2 A^-f-^cot. 3 i?7WTtang. 3 Ajr... 

Atqui cot xm=y J' (§• 49 )- Ergo, cum pofita verfus focum concava, eft 

Oo 3 M't 
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m = ^(tang.a^-i) + ^tang. 5 Ax + J tang.3/\*+... 

+J,^)V^+ ±A d £)\tang.»A* 


— L.My.Ax* 


-L_.i 3 l A *3 

1.2.3 cU 3 


Proinde quoti ^-L limes (fi quis detur) eft 'w-f — _L ^ 

y m*' 1.2 dx*' 

Scilicet curva verfus focum eft Concava fi 1» ± 1 ddy > 

convexa 23 y 'cU' i.2'd* 3 < 

Et polito curvam ad utramque punfti M partem extendi, M eft punftum fle¬ 
xus contrarii, fi fit |w + L(^V-—^ = o 

2if y^dx' i .2 d** °* 

Ab radio veftore MF abfcindatur Mq = Iim.^! = M _ 

M't T +L/tyy —L ’ 

m y\dxj 1.2 da:* 

& ex q puntto erigatur perpendiculum qR , quod normali per M duftae in R occur¬ 
rat : erit MR diameter curvaturae in punttoM (quod demonftratur, uti §.193.). Sed 

MR = Mg fec .gMR =Mgcokc.FMT= *jj- = x ^+C £0 p roinde 
3 . ‘ y 

MR =- d f - — ; & re&a MR bifariam divifa in Z, fit radius cur- 


vaturae MZ = 


(»+(&’)* 

»+>(&‘-jgr 


Formulas has variis exemplis illuftrabo. 

3 

Exemplum primum. Sit y = r quantitas conftans: tunc MZ = 'L_ = y , quae 
eft aequatio circuli. ^ 

Exemplum fecundum. Sit y = /?fec. 2 |x, quae eft aequatio focalis parabolae 
comese. ^ = pfec.iivtang.1* = ytang-i* , 

ddy . lim.— T = 

- Kfec.»*tang.*|* + 'f ec .« ■*) p 



*95 


m = a±a|tUf - = 4 , 

3 3l P 

UZ = y —^ X = 2ffec. 3 |jf . lykc.yx = 2 IJ rl. 

§ 7 ? 

Exemplum tertium . Sit y = ^ —, quae eft aequatio ellipfis conicae ad fo¬ 
cum relatae. Fit i- = = e fin.* x — , 

cU (a-Hcoi.*) bb 71 /1 _ yy 

dd;/ __ bbecoLx ,zbbee{i n. a jc A* 2 2 bb * 

d * 2 («+£? cof. x ) 2 (q-f* cof. jc) 3 

*, - »+■•<*■“$ _ 

yy a 


bb 


MZ = 






* y(a»y) = rfi x y(2^) 

a >> bb ' a 


Eaedem formulae ad hyperbolam quoque applicantur. 

X 

Exemplum quartum . Sit y = , quae eft aequatio lpiralis logarithmicae. 

Fit g Hm.g! = isrCx + ilog.V) 

^ = „.±W.’r = 2tf Proinde Umites hi pa* 

d* a J '<w 'tw'/ y 

riter crefcunt in progrefiione geometrica. 

MZ = yY'(i +—logrr')* Radii igitur curvaturae 
<P<P 

etiam in progredione geometrica crefcunt. 

Exemplum quintum . Sit y = «fec.jc ± £, quae eft aequatio conchoidis. 

^ = afec.xtang.x 

&x 

= a fec. x tang. 3 x + a fec. 3 jc == a fec..v(tang. 3 x + fec. 2 x') 

dx * * 

_ (qq fe c. 4 * ± 2 a b fec.x-f 

“ 4: zab fec.* tang. 2 x+ab tec.x+bb' 


i°. Sit 
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i°. Sit bmo: linea, cujus aequatio y — afec.x, re&a eft; de cujus cur¬ 
vatura dicere contradictorium eft, quod monet introductio figni impoffibilis §. 

Sit b — a: eft MZ = aJ % C :' X ± 2kC ^+±L 
4- 2fec.*(tang. *4-1)+1* 

Fiat * = o: erit MZ = * a . Nempe conchois inferior cafu, quo b = a & x=a, 
in polo cufpidem habet;° & dum ad polum accedit, nullus eft radii curvaturae 
limes quod ad parvitatem. Vid. Fig. 58. 

3°. Conchois fuperior habet punftum flexus contrarii, quod determinatur 
peraequationem 2afec.*tang. a *=nfec.x-|-£. Fiat b=a: erit 2fec.*tang. 2 *=! 

^3 + i 

a(fec.*-f 1); unde 2fec.*(fec.* —1) = 1, & fec.* = y* 2 T > quorum valo- 


rum prior tantum propofito fatisfacit. 


4 0 . Fafto * = 90° , fit A 1 Z = «X= — fec. 6 9°° _ a f eC- 3<, 0 o _ „ * M s 

7 fec.9o e tang. J 9o° 

Signum hoc impoffibilis monet: contradictorium efle de curva loqui cafu, quo 
x — go° ; nempe conchois curva eft afymptotica, cujus afymptota eft axi per¬ 
pendicularis. 

§. 197. Cum doCtrina curvaturae arCtiffime conneftitur, quam primus geo- 
metrica methodo tradidit celeb. Hugenius, theoria curvarum evolutione geni¬ 
tarum; ftriCtim itaque hoc loco adhuc exponenda. 

Fig» 59 * Curvae AMM' filum feu linea flexilis circumplicata intelligatur; &, manen¬ 
te una extremitate illi affixa, altera extremitas, ftylo ex. gr. illi annexo, fen- 
fim ita abduci concipiatur, ut pars fili MN , quae foluta eft, femper in directum 
extenfa fit, & curvam tangat in punfto M, ubi illam deferit. Curva ANN\ 
quam ftylus motu hoc defcribit, dicitur evolutione curvae AMM' genita; ipfa vero 
AMM 1 dicitur evoluta. 

Obfervatio. Filum curvae AMM 1 applicatum poteft in A terminari; quo cafu 
curva evolutione genita transit per punCtum A. Sed fieri etiam poteft, ut filum 
ultra curvae punCtum A protendatur juxta rectam AA' pofitione & magnitu¬ 
dine datam, quae fcilicet curvam AMM' in punCto A contingit. Quo cafu curva 
evolutione genita transit per punctum A '. 

Centro 
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Centro M radio MN defcribatur circulas, & agatur reda Arripfum in N 
tangens. Dico: redam NT in eodem pundo N contingere curvam evolutione 
defcriptam. 

i°. Sit N* pundum curvae NN' remotius a principio A, quam eft pundum 
N Sit N'M' fitus fili, quo extremum ejus pervenit in N'; & fit M' pundum 
curvae evolutae AMM', ubi filum N'M' eam contingit: redae NM, A r M' fibi in¬ 
vicem occurrant in pundo m\ & reda M'N' occurrat in n tangenti NT circuli. 
In triangulo mixtilineo MM'm' eft Mm -f- m' m' > MM' ; proinde addito utrin- 
que arcu MA= MN, fit Mm' + m M'MN > M'N' : 

unde m'N >m'N\ Atqui, propter angulum 

redum N , m'nS>mN: ergo (a fortiori) tn'n't>m'N proinde pundum n tan¬ 
gentis NT eft extra curvam NN'. 

a°. Sit N ' pundum inter punda A & N Sit N' M ' fitus fili, quo extre¬ 
mum ejus eft in N'. Agatur reda MN \ quae tangenti NT in n' pundo occur¬ 
rat. In triangulo mixtilineo MM N ' eft MM.' + m'n' > MN' , hoc eft 
MN>MN'; atqui propter angulum redum N eft Mn 1 > MN : ergo a fortiori 
Mn > MN' ; ideoque pundum n' eft extra curvam NN'. 

Circulus igitur centro M radio MN defcriptus & curva evolutione ge¬ 
nita NN' habent in N pundo tangentem communem; proindeque circulus hic 
& curva NN' fefe invicem contingunt in N. 

Porro autem circulus hic & curva NN' fefe invicem in N pundo ita con¬ 
tingunt, ut prior pofteriorem ofculetur, feu ut nullus alius circulus, curvam 
in N contingens, inter hanc curvam & priorem circulum transire poftit. 
Etenim 

i°. Sit M' pundum quod vis curvae AMM ' ultra pundum M fitum; ac fit 
M'N' fitus fili, quo curvam MM' in M ' tangit, eodemque fitu filum in pun¬ 
do R' occurrat circumferentiae radio MN defcriptae. In triangulo mixtilineo 

M'MR eft M'M+MR'>M'R' . , r . , 

1 feu mN* P rolnde circumferentia centro M radio MN de- 

fcripta cadit intra curvam NN 1 ; & nulla circumferentia, radio minore quam 
MN defcripta , atque curvam in N contingens, cadit inter arcum curvx NN* 

P p & 


Fig-59. 


59* 


Fi S- S 9 - 

i°. 


Fig- 59« 
2 °, 
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& arcum circularem iVA?'. Sit autem Nm radius major quam NM; atque filum 
per nt' transiens curvis MM\ NN\ NR' in M\ N\ R' punctis refpeftive occurrat. 
Quoniam Mm 1 -f m 'M ' > MM' 
eft Nm'+m'm'> M'N': 

unde f n'N > m'N'; ideoque circulus centro m\ radio mN defcriptus 

extra curvam NN' cadit. 

2 0 . Sit m' punftum quodvis curvae AM inter puntta A & M fitum; fit rur- 
fus M'N' fitus fili, quo curvam MM tangit; & hoc fitu filum occurrat in R' 
circumferentiae NR\ & curvae NN' in N ' pun&o. 

In triangulo mixtilineo MMR' eft MM'+m'r'> MR l $> MN> MM 4 ~M N : 

unde M'r' > M'n'; 

proinde circumferentia NR' cadit extra curvam NN' : & a fortiori nulla circum¬ 
ferentia curvam NN' contingens in JV, & radio majore quam MN defcripta, 
inter arcus NN'> NR \transire poteft. Sit autem Nm radius minor quam NM; 
& fit m'M'N' fitus fili, quo per •»' punftum transit. Quoniam 
Mm+mM' > MM 1 ; addito utrinque areu M'A, eft 
Mm+mN' > MM'N' > MN: 

unde m'N' > nt'N. Proinde circulus centro »»' radio nt N de¬ 

fcriptus cadit intra curvam NN*. 

Circumferentia igitur circuli, centro M , radio MN defcripti, curvam ofcu- 
latur in N pun&o. 

§. 198. Curva itaque AMM' locus eft centrorum circulorum curvam ANN 
ofculantium. Si curva NN' in aliquo punfto nullum habet radium curvaturae, 
ideo quod nullus fit radii hujus limes quod ad parvitatem; curvae MM', NN 
hoc punfto fibi invicem occurrunt: fi vero curva NN' in aliquo punfto nullum 
habet radium curvaturae, ideo quod nullus fit radii hujus limes quod ad ma¬ 
gnitudinem; nullus etiam eft limes diftantiae, qua curva MM' ab curva NN' re¬ 
movetur. Quando autem aliquis eft radii curvaturae limes quod ad parvitatem, 
curva MM curvae NN' non occurrit; & curva MM' intra limites quosdam con¬ 
tinetur, fi fimul aliquis eft radii curvaturae curvae NN' limes quod ad magni¬ 
tudinem. 



Sit Z centrum circuli ejusdem cum curva SM curvaturae in pun&o Af; ex Fig.56. 
quo demittatur in axem SP re&a perpendicularis ZX. Data aequatione curvae 
SM, determinatur etiam aequatio curvae, quae eft locus punftorum Z, per coor- 
dinatas SX, ZX Etenim fit ZQ. ipfi MP perpendicularis. Erunt 
i+( djr )* 

ZX = MQ—PQ = -- y 


SX = SP+ ZQ = S/M- MQ.tang.ZMQ = * + 2x 


a* ' 

da:* 


Exemplum primum . Sit yy = rr — xx: ^ = — 


_ dx _I_ xx = rr. 

y yy y y z y s ’ 

xx 


' yy 

zx = = y-y = 


SX = X — — XX = * — * = o. Proinde punfta Z ad punftum unicum redu- 
y 

cuntur ; quod confentit cum palmaria circumferentiae circuli proprietate. 
Exemplum fecundum. Sit y = Y^ijxrx — xx) + r arc.fin.V.--: 

erit f 

d* x 


<% - r v 


x >^( 2rx-xx ) 


ZX = — (r arc.fin.V.- —/'(arx-xx)) 
v r 

«KZ = 4-r—X. 

Unde facile deducitur: cycloidis vulgaris evolutam pariter effe cycloidem vul¬ 
garem, eamque cum priore congruentem. 

Exemplum tertium. Sit 

Pp 2 


hinc 


(SX-K* 

ZX3 = ^=^ = 8^ = 8^-^ ; p.ZJC’=-L C sX. P y. Parabolae 

igitur conicae evoluta & ipfa parabola eft aequatione pyy = *3 determinata. 

Gontra determinatio curvae evolutione genitae requirit reftificationem cur¬ 
vae evolutae. Et cum curvae propofitae unica refpondeat evoluta: uni eidemque 
curvae refpondent innumerae curvae evolutione hujus genitae, quatenus variatur 
fili evolventis principium. 

§. 199. Quamdiu curva evoluta non habet punftum flexus contrarii, cur¬ 
va evolutione ejus genita continue verfus easdem partes progreditur. Quodli 
autem curva evoluta punftum aliquod flexus contrarii habet; dum filum abdu¬ 
citur a punftis curvae fenfu oppofito flexae, ftylus ad partes oppofitas regredi¬ 
tur: unde curva evolutione genita duobus conflat ramis, in punfto 'regreflus in 
cufpidem coeuntibus , quorum uterque verfus easdem partes eft. 

Quare doftrina evolutionis curvarum apta eft 'ad dirimendam controverfiam de 
hoc curvarum genere inter mathematicos agitatam, & ab ili. Eulero in CW- 
mentariis Acad. Berol. ad ann. 1749. folide enodatam. Hic breviflime argumen¬ 
tum illud attingere fufficiet. 

Sit n numerus fraftus fpurius pofitivus, cujus denominator eft numerus 
par. Sit py = <t> x + <p*. * n ; ita ut fun&iones <px favorem x non compre¬ 
hendant. Per hypothefin x non poteft efle negativa. 

Sint 

<p'x = A , +B'x+Cx a +D'x 3 +.~ 

<px = A+Bx-j-Cx 3 + l?x 3 -i~... 

Igitur 

py =zA'+B'x+C'x 2 +D x*+...± (Axn+Bx*+l + Cxn+ 2 + Dx*+i +...) 

= B , +aC , x 4”3 D'x 2 +...+ (nAxn-i+(n-\-i )i?x n 4-(n4-2)C* n +i-f (^4-3) Dx n + 2 +~.) 

ddv _. f 

Pfa* ~~ 2C 4-3.20x-f.«+(n.n-i^»6 n *2 4- «4-1 .nBx n ~i + n-\- 2-n -f- 1 Cx n 

4-»4-3*»4-2^ac n+ i 4- • • *) 
Pofito 
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Pofito «>2,- ramus uterque “"velus eft vertiis ax-em ad partes abfciflje 
x = o proximas, prouti C' eft numerus • Et ordinata abfciflae * = 0 

refpondens eft ordinatis ipfi proximis utroque ramo terminatis, prouti B' 

numerus eft “^ivuT (pofito A ' P ofltivo )- 


Caput vicesimum. 

De problematibus i qu<z vocantur, isoperimetricis . 

§. 200 . 

Problemata, quibus caput hoc deffinatur, praecipuos tam vergentisfuperioris 
quam praefentis feculi mathematicos occuparunt; & nonnulla eorum materiam 
ipfis fuggeffere provocationum, quibus vires fuas mutuo tentarunt. Poft j OH 
Bernoullium («) cel. Fontaine jam inde ab anno 1732. ad methodum ali¬ 
quam generalem problemata haec folvendi eniti allaboravit. (b). M. Eulkrus 
eximium de illis anno 1744. edidit tractatum, infcriptum: Methodus inveniendi 
lineas curvas maximi minimive proprietate gaudentes. Sagaciffimus de la Grange 
folutionem ipforum ad methodum univerfalem & mere analyticam reduxit, quae 
methodus variationum nominari confuevit. (c) Quamvis autem diverfi poft eum 
fcriptores methodum hanc tradiderint vel transcripferint; difficile tamen etiam- 
num mihi videtur principia ejus ita explanare, ut rigori mathematico aflueti 
tirones nullibi haereant. 

Cum tamen argumentum hoc inter mathematicos celebre magni fit i n 
mathefi, inprimis mixta, momenti; praecipuam faltem ejus partem diftinfte & 
accurate exponere, atque ad inftar ceterarum calculi differentialis & integralis 
applicationum captui tironum accommodare conatus lum. ‘Nec diffiteor, me 
pro hujus fcopi ratione, argumentum illud eadem univerfalitate amplexum non 

PP3 ' elTe 

(а) Vid. Memoires de Paris pour 1706. 

(б) Vid. Memoires de Paris pour x 7 34- & Memoires firefentds d t Academi, de Paris 

par Mr. Fontaine. Paris 1764. uri * 

( c ) Memoires de Turin. T. II. 


Fig. 60. 


Fig.6l. 


3 °* 

efle, qua ab Eulero & de la Grange fuit pertra&atum. Veruntamen fatis 
me oftendifie fpero, fieri pofle, ut ad fimplicia & folida methodi limitum prin¬ 
cipia reducatur. 

Expofitionem meam ita inftituam, ut fingularia primum evolvam proble¬ 
mata ; tum a cafibus particularibus ad generaliores paulatim annitar. 


§. 201. Problema . Sint A & A duo puncta pofitione data; fit etiam PM 
refta pofitione data; ac fint F, F' duo faftores magnitudine dati: quaeritur 
punftum M tale, ut FxAM -f- f'x MA^i it omnium minimum. 


A punftis A, A' in reftam MP demittantur perpendicula Aa, A'a'; & fint 
Aa b , A'a' = & ' , aa'=z a. Sint etiam AM = z, A'M-=zz\ aM = y , a'M=ay'. 
Quoniam Fz + F'z' = minimo; 

oportet, fit F^ + F~ = 0 . 
dv dv 


Atqui zz = bb yy 

i i , i, i, ii 

** bb+ yy 


A 1 = =^cof .Mia 

dv z dv dv 


erg0 

dv z dv 


%zoi.A'Ma. 

dv 


Quare F^jLcot.AMa -f- F* ^-cof. A'Ma' = o. 

Atqui y -f y\=ia) datur magnitudine. Igitur ^ ^ == o; 

& hinc Fcof. AMa = F' co[. A'Ma. 

Proinde fumma Fz + F'z' eft omnium minima, quando Fcoi AMa=zF' coi A Ma\ 


Exemplum. Sit F = F' : cafu igitur, quo z + z' eft omnium minima, fit 
coi. AMa = coi AMa'; proinde AMa = A'Ma' ; & puntta A , M, A' jacent in 
direftum. 

Corollarium. Per puncta data A , A agantur duas reftae AB , Ab\ pofitio¬ 
ne datae MP parallelae: erit FcoiMAB=zF'coiAMP , cafu, quo fumma Fz+F'z' 
eft omnium minima. 


§. 202. Ducatur quaecunque refta, quae (v. gr.) Iit refris AB, AB' per¬ 
pendicularis, atque ipfis in punctis B , B ' occurrat. Dividatur BB' in partes 

quot- 
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quotcunque aequales in punCtis P, p 1 , p", p' t p"- p er punda divifionum 

agantur totidem rete ipfi BB' perpendiculares. Sint F, F\ F" y F", F". . .. 
coefficientes dati; & determinanda fint in perpendiculis iltis punCta M, M\ 
m\ M\ M .... ita polita, ut duftis reCtis 
AM, MM\ m'm\ M"m'\ . . . quae dicantur refpe&ive 

z, z\ z\ z, z' v .... fumma 
Fs-f F'z' + F"z" 4- F"'z + F‘V v -f.... fit omnium minima. 

Ut huic conditioni fatisfiat, debet efle Fcol.MAB = F' col.M'MP 

= F” coi M M P 
= F"coUfM'P H 
= rcolMWF 1 


Pro vertice igitur quocunque M , inter duos vertices 1 M , M ' polito, erit 
^'cof. M 'MP quanti tas conltans. 

Sit S punftum aliquod in axe BB' (producto v. gr.); & fint 
F , F , F , F , F ... . functiones quaedam fimiles abfcilTarum 
SP, SP\ SP\ SP ", S/ >,v .... Laterum figurae, feu axis BB ' partium, numero 
manente eodem; pariter elt Fcol.MMP quantitas conltans. 

Proinde, aufto partium axis numero, in curva etiam, quae limes elt polygo¬ 
norum A M m'. ... quantitatis Fcol.Al'M P limes erit quantitas aliqua 


conltans, quae dicatur C. Itaque F^l =C. Hinc — = —: 

dz dy C 

rdx\ 2 _FF . /d xy^FF-CC. dy _ C 
1 + 'dyJ CC’ W CC ’ dx Y\FF-CC)' 

Exiltente igitur X funCtione quadam abfcilTarum x , & defignante z arcum 
hujus curvae: fi fuerit =X; & quaeratur curva, in qua Zz fit omnium mi- 


nima: 


: eft g = cof. 7 ^= unde ^ 


dx r(XY-cc)* 


Exemplum primum- Sit X=V'x: erit y _ c '+y'(c(x-e)). 

Sit y=o> piando x ~ c • e nt c = o, y = ^(c(*-f)). Aquatio haec elt ad pa¬ 
rabo- 
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rabolam; & minimum hoc pertinet ad motum proje&ilium terreftrium in lpatio 
libero. 

Exemplum fecundum. Sit X= _L : fit — ^ = VJL , 

V'x dx c-x 

y-c + cx-xx ) — arc.fin.v.-^; aequationes cycloidis vulgaris. Sit x = o: 

dtf 2 C 

tUm dx = °' ^* eu tan S ens curvae ^ axi parallela. 

Sit y = o, quando x = c : tum c ' = o, & = §; feu tangens fit axi per- 

d.v 

pendicularis. Minimum hoc refertur ad defcenlum omnium celerrimum. 

§. 203. In §. 201. loco fummae Fz -f Fz' proponatur fumma Fz*+F'z'*, 
quae debeat efle omnium minima. 

Erit eodem modo nFz*~i d t -f. nFz' n ~i~ = 0 
d v dv 

feu 4. F'z 'n-i^L = o: 

dt 7 dv 

unde Fzn-icotMJB = tfz *-\cotA'MP. 

Fiat eadem conftruftio, quae §. 202. In polygono __ in quo 

fumma z n+Fz n + / , V' n -}-.... eft: omnium minima, eft 

Fz n ~i cof. MAB = Fz'n-1 cof.M'MP 
= F n z"n-i colM M'P 
= F'V'n-1 Cof.Af M"P* 

= F'z'^1 co^. MAfP" 


Quare pro vertice quolibet M, inter duos vertices 'm, m' pofito, eft 
Fz n ~ l colM' MP quantitas conftans. Sit pars quaelibet axis pp'=iAx: erit etiam 
F gn -^cof ,M'MP quantitas conftans. Unde, aufto partium numero, in curva. 

quae limes eft figurarum recfilinearum, quantitatis coi M'MP limes erit 

quantitas conftans; feu 1 eft quantitas conftans. 

Exemplum primum. Sit F quantitas conftans, & « = 2: erit =c; 

. , d v dx dz 

promae ^_==^; cui aequationi fatisfacit linea refta. Generatim, pofito jFcon- 

ftante, eft ^ = e; aequatio ad lineam rectam. 
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Exemplum fecundum. Sit F ipfi x proportionalis. Erit !p C ' 

• Cafu particulari, quo n » — 2, fit .|j| * c; quae efl: 9et l uatl ° curvx ge “ 

nitricis folidi, quod refiftentiam omnium minimam patitur a fluido, in quo juxta 

direftionem axi rotationis parallelam movetur. 

§. 204. Loco fummae Fz n + F‘z' n proponatur fumma F<pz 4 F*<pz y quae 

omnium minima efle debeat: pofitis <p«, <pz' fimilibus ipfarum 2, z funftiom- 

bus, talibus, ut wa~?, ideoque in quibus ■jrz&Trztuat 

etiam funttiones ipfarum z & z' fi miles. 

Erit eodem modo Fttz— + = o. 

dv dt/ 

Igitur F 7 rzcoi.MAB — F'tiz'co{.A' MP. Unde eadem fa&a con- 

ftruftione, quae §. 202. deducitur, quantitatem F?rxco£M*MP efle conflantem; 

proinde in curva, quae limes eft figurae reftilineae AMMMMM. . . ., eft 

lim.AV— coLM'MP, feu F.tt(~'} ^ quantitas conflans. Sit nempe 
&x ^ dxs dx 

— = X® 1 ??: erit Z omnium minimum, quando eft quantitas 

dx dx ^dxJ dz 

conflans. 

§. 205. Inveftigatio curvae maximi minimive proprietate praeditae paulo 
aliter inftitui potuiflet modo fequente; illi admodum analogo, qui §. 185. ig6. 
traditur. 

Sit BB ' axis magnitudine datus, in partes quotcunque aequales in 
/>, P\ P\ P > P' y • • • punftis divifus. 


Agantur perpendicula BA> 

MP , 

M'P. ‘, 

m"p\ 

M"'F\ 

M”P '\.. 

quae dicantur 

y. 

y'» 

y'y 

y m > 

y ,v ... 

& re&ae 

AM, 

mm\ 

m'm\ 



quae dicantur 

z, 

z\ 

z". 

z\ 

v v ... 

Quaeritur fumma 

F<pz 4 

.fVs' 4 

F n <pz" 4 

F <pz + F'qz \... 

quae flt omnium minima; pofitis 

<pz. 

<pz'> 

<pz\ 

¥*\ 

... 

fun&ionibus fimilibus ipfius 2 tali¬ 
bus, ut exponentes diflerentiales 

d<p z 
dv ’ 

dxz' 

d pz” 
dv ’ 

d(p2 M ' 
dv 1 

d$2 ,y 

du 

fint refpeftive 

d z ids 

TfZ— ,7 tz 

di/ du 

W d i, 

dw’ 

*dz* 

7TZ—-, 

dv 

”ds ,v 
w* —. 

dt- 


Q q 




Erit 
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Erit ideo Fnzp+Fnz^+FW— + ... = <,. 

dz/ dz/ dz/ dz/ dz/ 

Hinc d// (EV» 'cof. M'MP—Fvrz cof. MAB) 
au 

+ 'jL (E Wcof. M’M'P-F‘ttz 'cof. M'MP) 

+ (FWcoC F "t!Zco[.M’M'P) 

+ & (Pnz'coW"My"—?'Trzco{.M"M’p") 

+ . 

Omnes quantitates mutabiles y y y , y y y'\ y". . . fiant fimul conflantes, una 
excepta; ac proinde omnes exponentes differentiales ^^... fimul 

evaneicant, uno excepto. Erit, ut prius, Fyrzcot.MdB = F'ttz' coi M'MP 

= F"7tz"coU1"M'P 
= F^zcot.MVp" 

= Pnz^cotMWP* 

Unde eaedem, quae prius, fluunt confequentiae. 

Occurrunt quandoque cafus, quibus fatius efle videtur inveftigationem 
propolitam pofteriori modo aggredi; uti uno alterove exemplo oftendam. 


§. 206. Problema. Omnibus uti in §. 202. politis, quaeritur figura 
BAMM M”• • • y cujus area per perimetrum AMM'M"nf *.. A' divifa prae¬ 

beat quotum omnium maximum. 


Pars quaelibet axis PP ' dicatur b . 

Erit ideo &(a+ 2 V± 3 ± 2 L± 2 L±*T ±• • 
s+a + a' + z+T+z+ 7 . 


+ «') 


= maximo. 


Hinc 


- <»«ii+ j >'+jj'+!/+ij'1-...)(^+^+5-+£-+c-+'''-) 

= (a+2y J r2y'-{-2y"+2y"+2y'd -...) \ ^ U ( C0 ^M MP—cot.MAB') 

4 -^(cof. 7 lf” M'p' —cof.AfMP) 
du 

4 -^-(cof.M 1 ' "M"P"— cof.iH "M P ') 

+ ^-(cof.7Vf y M Pcof. M'M n p" y ) 
dt/ 

+ ^(cof.M V M' />'—cof. MVP ) 
dv v 


Omnes quantitates mutabiles fiant fimul conftantes, una excepta: erit 

2 + z' + z"+ a"'+a"+... = C0 [ M 'MP-calMAB 

ar\-2y\-2y'-\-2y"+2y"+2y +... 

— cof.M M P —cof.M MP 
= cof.MMV—cof.M''M'P' 

= cof.MW— Cof.M^MV 


Quare pro vertice quolibet M duobus verticibus \M, m' interjacente eft 


cof.MMP — cof.M'M'P = —-- v —- 

a 4 - 2 y 4 - 2 # +2y 4 - 2 y +2t/-r... 

TEquatio haec locum habet, quicunque fit numerus laterum figurae. Axis igi¬ 
tur BB ' dividatur in partes quotcunque aequales, quarum quaelibet fit Ax. erit 

cof. M 'MP — cof. M M P = . *+*+*± f +f+j iL_ Quare & Drio . 

etiam ” “ Ax bx(a-\- 2 y+ 2 y 4 - 2 y 4 - 2 y 4 - 2 */ 4-.. .) ^ 

ris quantitatis limes aequalis eft limiti pofterioris: unde in curva, propofita 

Qq 2 maxi- 





S°8 


_dty 

maximi proprietate praedita, eft (§. 192. Obf. 3.) j (denotantibus P 

& 5 perimetrum & arcum figurae). Proinde «in curva propofita radius curva¬ 
turae eft conftans; ideoque haec curva eft circumferentia circuli. 

Alterum exemplum. Sit S pun&um aliquod in .//axe BB l produfto, per quod 
ducatur refta ipfi BB ' perpendicularis; requiritur, ut centrum gravitatis peri¬ 
metri -fit refpectu hujus perpendicularis omnium maxime 

deprefium. 

Difiantiae SB , SP , SP , SP , SP , SP\ .... vocentur refpettive 

b, c , c\ c\ c\ c\ .... 

Erit ideo W + + _ maximo. 

z + z + z + z + z + . . . 

Compendii caufa numerator & denominator hujus fra&ionis vocentur M &. P 
refpective. 

Erit P{ C* V>£+ tf*o£'+ ■ ■.) 

-*(£+£+£+ £*+£■"+••■■) 

feu K^CC^Ocof. PMA - (*+*' )cof. V MM) M^(cof. PMA * cof. p 'mm) 

+ ^ (( ' + ‘ r)COl * PV ^ + ^ '(cot.PMM-coiPMM ) 

+ ^(S c )cof.p M M l - (c*+c)cq{.PMM) *f (cof.P j|f Af - cof.PA/V) 

-f CoLp"mM- (/+O cof.pW) + ^Ccofip 'MM - Cof.pV}w"') 

dt/ dv 7 

+. + 

+ 

Omnes quantitates mutabiles y, y\ y\ y\ y" .. . fiant fimul conftantes praeter 
unam , ent pro vertice quolibet M, cui refpondet abfcilfa x , & qui vertices 
inter M , M' jacet* 




ideoque 


P((2jr-A^)coCPM'M-(2Ar+Ax)cof.P , M'M) = M(cof.PM'M-cof.P'M'M); 


^ cof.PM 'M - cpHP ^M 'M— p M 'M-iivif p 'M 'MV1 =M _'PM 'M - cof.P 'M 'M . 


unde & limites funt inter fe aequales, nempe 
dd Y dd y 

K 6x2 . d *A ^ d^3 

x (**}*+^ ~ M /diN 3 

Igitur 2Pxty- = m(C+^!T) 


=r MC 

2,Px-M 


unde % = _ MC __ 

d« r\{2px-My-MMCC)' 

Obfervatio. In duobus his exemplis maximi minimive proprietas intra li¬ 
mites datos continetur, atque ad partem tantum curvae inter pun&a data A & 

A' comprehenfam pertinet. Quoti fcilicet £, quatenus curva intra hos ii- 
mites continetur, tanquam immmutati fpeftantur. 

§. 207. Figura propolita, five reftilinea, five curvilinea, referatur ad pun- 
ftum aliquod tanquam focum. Inveftigatio maximi minimive eodem fere modo 
inftituitur. 

Problema. Sit 5 punftum pofitione datum; pofitione pariter dentur duo R g . 6 .. 
punfta A & A . Centro 5 radiis SA, SA' defcribantur circuli, qui reftse cui¬ 
cunque per S duftae in B & B' occurrant. Centro S, radio quolibet •S'/* inter 
SB, SB' medio, defcribatur circulus. Sint F , F* coefficientes magnitudine 
dati. In circumferentia radii SP aflignandum fit M punftum fic, ut fumma 
FxAM-\-F'xAM fit omnium minima. 

Sint SA=a, SA'=a\ SM=b, ASM = y , A'SM^=ty\ AM^z, A'Mzsz\ 

Erit ideo Fxz + F*xz' = minimo; 

hinc *'X^ + F'x^ =0. 
av dv 


Atqui 



Fig.63- 
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Atqui *? , = 2ab c ° r ^ ( + bh ; 

zz =3 flV- sa^cof.y + 


ideoque 


d» 

dy 

dV 

dv 


abfin.y 4- 
J dy 


abCm.y' 


dv 


= afin. S/ 4 jw 4 - 
dy 

dy 


Quare FXafin.SytfMx^ + F'x Min.SM^'X = o. 


dy 


dy 


Sed y + y' = yfSyf' = dato; ergo 4- =0. Proinde Fx afin.S^M 2= 

, dy dy 

F x b fi n.SMA'. 

Retta 55 ' dividatur in partes quotcunque aequales in punftis P , p', 

<P'"> -P 1 ". .. Centro .S, radiis SP , tSP', <SP n , «SPi <SP V ... defcribantur circuli; 
fint F y F*y F"y F'] F'\ .. totidem coefficientes dati. Ut fumma 


FX^ + FX MM' + Fx M'M" + F' U X MV + F f X . , 

minima, debet efle FXSACm.SAM = F 1 x<$M ftn.SMM' 

= F , XSM'Cm.SM , M 1 ' 

= F X «SM'"fin.<SM"M" 

= F'x S ]Vf'(in. SM“M" 


fit omnium 


Hinc pro vertice quolibet M, duos inter *M, m' pofito, eft FXSMXfin.SMM' 
quantitas conftans. 

Ab foco £ concipiatur acta SQ ipfi MM perpendicularis: erit FxSQ quan¬ 
titas conftans. 

Quoniam Fx <SMX fin.$MM' eft quantitas conftans; limes etiam quantitatis 
hujus eft quantitas conftans; proinde, aufto partium numero, in curva, quae 
limes eft figurae reftiline» AMM'M M .. per M dutta tangente MT y in quam 

demittatur perpendiculum SQ, eft Fx SMftn.SMT = FxSQ quantitas con¬ 
ftans. 

Pofito igitur = <P*~y denotante funttmnem aliquam diftantiaeFM- 


curva, 
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curva, in qua Z eft minima, ea eft, ad quam qx x SMfmJlMT, feu yx x SQ 
eft quantitas conflans. 

Scholium. Exemplum hoc refertur ad minimum quoddam, quod in motu 

proje&ilium circa centrum aliquod revolutorum locum habet. Nempe quoties- 

cunque velocitas horum projeftilium eft funtlio aliqua diftantiae eorum a centro 

revolutionis, quae dicatur V\ fafto — = eft Z in curva defcripta omnium 

d* d* 

minimum. Etenim Fx SQ eft quantitas conflans per legem arearum a Rep¬ 
lero detettam, & a Newtono demonftratam. (V r id. Euleri Methodus inve¬ 
niendi lineas curvas maximi minitnive proprietate gaudentes . Additamentum 2•) 


§. 208. In exemplo praecedente ponebam, radios vettores aequalibus dif¬ 
ferentiis crefcere. Inveftigatio fit eodem modo, pofito angulos ad fo¬ 

cum aequalibus differentiis variare. 

Angulus conflans ASM dicatura; & debeat efle 


Hinc F~ + + .. . = o. 

dv dv dir dv dv 

Radii SA, SM , SM\ SM", SM“, SM ". . . 
dicantur a, y 9 y 9 y\ y\ y iy .... refpeftive. 

Quoniam = aa fin. *a+(y - a cof.a) 2 fit 4 ? =3'^ cof. SMA 

dv da 

z ' 2 '^yy fin * 2<x +& '-y cof.a) 2 cof :sm'm - ^coU*+sm'm) 

dv dv dv 1 

zz=yy£mra* (y"-y'coUy = ty-co£SM"M ^cof. 

dv dv di/ 

z"z"=y"y'Tin. 2 <x-f (y-ycof.*) 2 ~ cof.Sj/M-^ cof. (a+SM M) 

zY^yYCm^ai-Cy^ycoUy ^=% CoLStfW- ^cof.(«+^^/') 


Fig. 


unde 


unde ^ (Fco(.SMj^F'co{.(<t+SM'Af)) 

+ ^ (F’co£SM'M—F"co{.{*+SM"m’) ) 

+ ^(F /, co(.SM"M , —F"coU<i+SM"M n ) ) 

+ ^(F"co{.SM'M"~- F cof.(a+ 5 ^' V)) 

CU> 

+. 

+ - 

Omnes quantitates mutabiles y, y 1 , y ", y", y'\ . . fiant fimul conflantes, una 
excepta: erit pro vertice quolibet iT/, duobus ‘M, m' interjacente, 
Fcof.SM'M =s Fcof. 0 r 4 -SM’M) = —FcoCSMM'. 

Exemplum. Sit F= F* = F” = F' n =: F‘\. .: erit Fcof.SM'M = —Fcof.SMM'; 
ideoque cof.SM'M=:— cof.SMM'; SMM'= i8o° —SM'M: proinde pun&a 'M, 
M, M' jacent in dire&um ; & tota via AMM' M"M* . . . eft linea re&a. 

Dividatur angulus AFA X in partes quotcunque invicem aequales, quarum 

quaevis dicatur A*; & fit F 1 quantitas mutabilis ab x dependens, ita ut fit 
»■_ w , A* dF , Ax* ddF . 

*- F+ -rxr + i + 


Erit i^cof.SM'M = (.F+ -~+^—‘.^f+ . . .)cof.(a+SM'M); 

i dx 1.2 dx* y . 

unde 

F(cof.SM 'M - cof.(*+SM 'M» = 

f cof.SM'M_ 1 co g i± Slvm) = ddF ^ >o a+$M , 

Ax Vdx 1.2 dx- 1.2.3 d* 1 </ 

Quare & membrorum aequationis hujus limites funt invicem aequales; nempe 
^ 6 y 

_ P __ d F dy. 

d* cU d z 


d.& 

unde + F~r^ = o 

di? dz T djt 

f -dy 
ds 


= c. 


Itaque res ad calculum integralem femper 
. reducitur. 

Ex aequatione 7 _ £ H p^ Iln - hir C 

d * *• dedUCltUr dy = YXFF-CCyy) 
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§. 209. Transeo ad exempla, quibus fa&or F eft funftio aliqua ordina¬ 
tarum. 

Problema. Omnibus uti §, 202. politis, quaeritur fumma 

z(a+,j) + 2 '(y+y') + z\y '+/)+ z\y"+y~) + . . . = 

Erit ideo ^ (z+z+ia+^coLPMA-iy+^col^M'M) «e-« 

av 

+ (V+s+fy+y)cof ,P'M 'M—(y'-hf) cof. 

+ *L(z’+z m +(g '+/) cor.P"M"M'—(<f"-H/) co(.P"M"At") 

&.V 

+ d i( 2 ^'^V) cof .PWW-iyW) coiPVM") 
dy 

+. 

_l_ - 

Omnes quantitates mutabiles y, y\ y\ y\ y\ . . fiant fimul conflantes, 

una excepta: erit pro vertice quolibet M, inter duos vertices 'M, M' compre- 

henfo, ^(z+z+(y+y) cof.PM'M—(y+^') cof.P'M'M) = o. 

, 1 A x dy Ax 2 ddf/ Ax 3 d 3 # , 

Atqui y = y - ~r~ H-xa-— • t? + • • • 

^ ^ 1 dx 1.2 dar 1.2.3 dx 3 

/ . A* dy A.v 3 ddy , A *3 d 3 # 

^ r ‘dx 1.2 dx 2 1.2.3 dx 3 

Igitur a+»'+2jf( C o(TPM'M—cof.P'M'M)— ^ . ^(cof.PM’M+cof.P'M'M) 

+^.^|( co f.Pi\l'M— c °f. p 'M'AD =0. 


Proinde & limes femiflis hujus quantitatis eft zero; nempe 

ddy ddjjf 

fi* — u 6 - x -— —= o, feu — y. . = o: ideoque 
d* 9 ftS'\* d* da — 


O 


dy ddy 

,dxdx 3 — 


da: 

dx 




-yx t ^ = 0; dx, = C‘ = —. Unde res ad calculum integralem 
di (di) da; revocatur. 


R r 


SII 


Sit nempe — = */— : funftio Z fit omnium maxima, quando ~ = . 

r dx d* d z' y 

Generarim. Sit z(pa+tpy)+z '(^4-^ ')4-z"(<?ty '+W)+*X$y+<W )+...=ma: 

Erit ^( 7 ry( 2 -f^')+(^<Py) cof - 'jf—cof.P 'ilf 'M') 
dv 

+ ( 7 ry'(z '+2")+(<K/+$y •) cof. P 'JH 'Af-Ow-W) cof.i 3 "^ "Jtf' 1 ) 

du 

-f ^_ ( W'(s W') 4 - (<p*/ ' 4 -<py") cof. P“M M '— ($y"+$y") cof. P M M) 
dv = 

4- (jryXz+z*) 4 - {qy-Hpy) cof P M M' — (jtff+Qy") co[.P'M"M") 


I 

Hinc pofitis omnibus quantitatibus mutabilibus y, y\ y, y\ y", y\ .. fimul 
conflantibus, praeter unam, fit pro vertice quolibet M, duobus 'M, M' inter¬ 
jacente, 7ry(z-\-z 4 - (<p y-\-$y) cof.PM'M—(<py 4 -®y') cof.P 'M 'M = o. 

. . 1 Ax d v Ax 2 d 2 ®y , ' 

Atqui M = + • • • ■ 

1 . Ax du . Ax 2 d 2 <m , 

w - W+7 . n rJ+_- I «f' + ... 

Er &° ' , 

»y(gg.) + w cof.PMM-cof.P . M M — W yg (cof .p M 'M+cof.P'M'M) 

+ — ^(cof.PM ‘M —cof.P ’M'M) 

1.2 dx 2 

Unde & limes dimidiae hujus quantitatis =o; nempe 

dd y 

dz ^ te 2 &y te _ 

^ dx «gy ^cU d* 




dx /-dx \ 

<Jw vdav' 


Ay fe. ddy 

«r./ daJ di* 

** ir — W 7^-rr = 0 


tandemque «r£ = C, & g - §• 


da: 

In curva igitur, ad quam eft = ^>y» 2 eft omnium maxima, quando 

d* = C 
ds cpy* 

§. 210. Inveftigatio eodem modo inftituitur in curvis ad focum aliquem 
relatis. 

Sint nempe y, y , y\ y\ */‘ v ... radii ve&ores, quos inter angulus con- 

llans a, comprehenditur; &: debeat efle 

z (*ff+W) +z'{$y±W ') + '+<py") + zXw+Qy )++ ... = max. 

Erit ^ (ttijQz+z ') + (Qa+Qy) colSMA~($ij-\-®y) cof.(ot-fS M 'M)) 

4- Qjry\z'+zy\-(<py+qy ) cof. SM'M—($y '+<py) cof \{p¥SM"M ')) 

dv 

+ (jry"(z+z)HW '+<Py") cof \SM"M'—{$y+yy”") c 6 l{*+SM"M l )) 

dv . =o. 

4- (ayV^^K^+w")co£ 5 i^^'—cof.(a+ 5 ' 7 If) 


Unde pro quolibet vertice M, duos inter 'ilf, M' comprelienfo, eft 
•7r«/Cs-V^') + cof.SM'M — '^) c °f.SM 'M) = o. 

Hinc ; , 

')+ 3 <py(cof.SM'M - cof.(a+SM'M) ~~ • wj^-icot SM 'M+cof.(a+SM 'M) 

T u dx lV .. • > 


Rr 2 


Ideo- 


Mg- 6 s- 


3 f 6 

Ideoque etiam 

^"tx +2 W C —— M ^ c ° f - (a+SR ! —'7ry^(cof.SM'M+cof.g+SM'M) 

.... 


, Ax d 2 <p 
1.2 d* a 


> 


Ideo & limes quantitatis hujus eft zero. 

Atqui i im cof.SM'M^of.(«-fSM , M) ~ d 7 z . 

Ax dx 


»(g> ! 


-»* 


da: 4 


O 3 


^ds d// dy\ , „ J 
E f g° + «- 


s ddy 


<£>* 


feu 7 Tj|| + 
da* 






,/'y C^V-s^r*: 

"dx . ''da*-' ' 7 3x dxV 


dx 


O 3 


Unde w £ = .C, & — = = fin.FTHr. 

E W d * 

Haftenus difta pertinent ad methodum mhiimorunT abfolutam; feu eam, 
in qua curvis aut figuris propofitis nulla proprietas communis tribuitur. Transeo 
ad exempla, quibus non inter omnes abfolute figuras vel curvas, fed eas inter, 
quae data quadam proprietate communi gaudeant, quaeritur figura vel curva, 

maximi p r0 pfi e t a te aliqua praedita. 

nummi r r 

§. 2i i. Problema. Sint A, A duo punfta pofitione data, relata ad re- 
ftam BB l per demifla in eam perpendicula AB, A B\ Axi BB\ in tres partes 
aequales divifo in punftis P, p\ perpendiculares in his punftis conftituantur 
reftae PM, PM\ Quaeruntur earum punfta M & M': ut fumma reftarufti 
AM* MM\ m'A detur magnitudine; & fpatium BAMM'B'A fit omnium ma¬ 
ximum. 

Srnt 
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Sint^Ssfl, A'JB'=sa, BPzzb, MP-y r M'P = y\ AM-z, MM^z, 
M'A' = z\ 

z + z+z' = dato z+z'+z n = dato 

y + y =» maximo. 


Erit ideo 


£(rt-h2f/4-2#4V) = maximo 


Tt . ds , ds' , ds w 

Hinc -j- + -t— + -j— = o 

dy dy dy 

^ + V = o. 

dv T de 

•Atqui I? = ^ cof. AI AB 

d I = 

dy 'dy dy*' 


<!i = _ 42 .'coiu 


• dt/ 


du 


MP. 


Proinde ^(cof.MAB— co(.M'MP)+^(co(.M'MP—C o£.a'm'p') = 


dy , dy 
/ + -r- - °. 
dt/ dy 


dy 


Hinc cof. MAB —cof. M'MP = co{.m'mP—coLa'm'p\ 

Dividatur axis BB' in partes quotcunque aequales, quarum quaevis dica¬ 
tur Ax, in P, p', p", P", P‘ v . . . pun&is; ex quibus agantur re&ae ipfi BB' 
perpendiculares. Summa z+z'+ z+z+ z"+ .. . magnitudine data; maxi¬ 
ma eft iumma Ax(a+ 2 y + 2y'+ 2 y''+2y"+2y"'+ .. .), quando 
cof.MAB— CoLm'mP = cof. m' M P — cof. m"m'p 1 
= cof. M*MP '—ftl‘M'p“ 

= cdf.M "ikf V’—cof. iu’ 5i4 V 


Pro quolibet igitur vertice M, duos inter 'M, M'pofito, eft cof M 'M P— cof. M ‘MP 

quantitas conflans, manente A x eadem; proinde & cof M . M pariter- 

ddy 

que limes ejus, hoc eft ($. tqa. Obf. 3 .), ** e ft quantitas conftans. Quare 

\dx' 

Rr a 


Fig.6i. 


inter 




inter curvas, data perimetro terminatas, ea maximam comprehendit aream, 
cujus radius curvaturae efl datae magnitudinis; ac proinde curva kaec eft cir¬ 
cumferentia circuli, uti methodo mere elementari demonftrari poteft. 

_ddy _d£ddy 

dx 2 t „ dx dx* Au I , . I C' 4- u 
Quoniam -^-3=—: eft —^3- hinc d^ = ~ 

\dx' vdav djc 

df _ C+9 _ c p MT 

d* C 

Hinc deducitur ^ = r(C^.(C+y)») : X = C ~ r(CC-(C ' +!/)I): unde 
CC =3 (C"—+CC 1 —i/) 2 , quae eft etiam aequatio circumferentiae circuli. 

212. Problema. Perimetro AMM'a' magnitudine data; requiritur, ut 
folidum gyratione figurae BAMM'ab' circa axem BB' genitum fit omnium 


Erit ideo z + + z" — dato 

b( V')+(y ) = maximo 

feu z + z + z = dato 

ay+zyy+yy'+zy'y'+v a ' = maximo. 

rj. d^ dz' d z" _ 

Hinc — =0 

dy dy du 

^(cof.M,tf£ -cof.ilf itfP) 

r dy 

feu , = o 

+ l-(colM'MP- co[.A'M'P') 

& (n+ 4 y+y')+(y _ i" 4 y , +“') = °- 

cof .MAB — cof.M MP _ coUi'MP-co(.a'm p' 

Quare - — = - r ' ' 

Dividatur axis BB' in partes quotcunque aequales in P , P , P", P\ 
punctis: erit pro dato partium numero, & pro vertice quolibet M, duos inter 

'M, M’ comprehenfo, c °fM ^ MP quantitas conftans; proinde & 

y+w+y 


quan- 


3i9 


... cof. M M 'P— cof. M 'MP 

quantl - a^-Kv +T)—’ P ant * r 1 ue e J us 1111165 eft quantitas conflans. 

ddy 

Atqui limes hic eft In curva igitur longitudine data, q Use circa 

'dx- 1 3 

ddy 

axem BB' rotata maximum generat folidum, ell qusedam quantitas 

(dav 

conflans; feu reftangulum fub refla axi huic ordinatim applicata & fub radio 
curvaturae femper eft idem. 


dx* 12 

Slt 7^*7, = rr : ent 


<& ’ cc O 3 


hlnc A ~ yy - = ^ = fm.PMT. 

dar 

Unde res ad calculum integralem reducitur. 

Seholium. Curva problemate hoc determinata dicitur elajlica. 

§. 213. Gencratim. Sit 2 + 2 , +3"+3 , "+s ,, + . . . magnitudine data; 

& fumma ($a-hp;/) + (ty+tpy 1 ) + (<pi/ '+<py“) + (Qy+tpf) + . . . 

feu fumma <$y 4 - <py' + 4 - <py" 4 - <p/ v 4-... debeat efte omnium maxima 

** £ + £ + £ + £ + £+•••- 

Unde — (cof. PMA— cof. P'M M) 
de 

+ ^ (cof. PM 'm- cof.P’M‘JU ) 

. A \ 

+ ^L( cof. P’M’M'-cof. = O 

de 

+ ^L{cof.P"M’M‘—coLP"M''M") 
dv 


Omnes 



Omnes quantitates mutabiles y, y\ y, y", y'... fiant fimul' conflantes, praeter 

duas. Erit cof -PMA-cof.P'M'M _ cof.P'M'M-co(.P*M"M' 

7 ry 7ty 

_ cof.P*M”M 1 —cof.P"M"M" 

-- 7 f-- 

7i y 

cof.P'M M' l --cof.P ,y M tv M , ‘ 

vry' 


Hinc pro vertice quolibet M, duobus ‘M, M' interjacente, efl 

cof.PM'M—cof.P'M'M n , . , « 

-quantitas conflans, a quantitate A* pendens; proinde & 

7 Ty 

dd y 

cof.PM'M—cof.P M'M __ „__ dir* 


-, pariterque limes ejus, nempe 


/'dZN 3 

GsD ^ 


eft 


quantitas 

Ax.yry 

quantitas conflans C. 

dy dd y 
tt- da: da : 2 d U 

~m~ = 

ideoque ^ = C'+C<py; feu = C'-f C$y = fi a.PMT. Unde res ad calculum 


da: 


dz 


d z 


integralem reducitur. 

In curva igitur, cujus perimeter magnitudine datur, fi fuerit ~ = qy\ 
ftinftio Z fit omnium maxima, quando radius curvaturae efl in ratione inverfa 
quantitatis 7 iy feu feu quando ftn.PMT= ~ = C'+C$y. 


dz 


§. 214. Omnibus uti §. 211. pofitis, requiritur, ut momentum figurae 
BAMMA'B' refpettu lineae DD' ipfi #5'perpendicularis fit omnium maximum. 
Sint AD , A'T)\ MCI, ipfi ^^'perpendiculares. 

Lemma. Momentum trapezii BAMP refpe&u reftse DD', lateribus ejus^Z?, 
MP parallelae, proportionale efl fummae (AB(iAD+MQ)-\- MP&MQ+AD)) BP. 
Sint AD = b, A D' = b ', MQ = c, M'Q! - c'. 

Igitur z + z' + z " = dato 
a i 2 b+0+y(.2t+b)+y( 2 c+c')+y'(2c'+c)+y'(2c'+b'') ‘ra\ib'-\-c') = maximo, 
feu y( b +V+'')+yX:+ v '+b') = max. 


Hinc 


3 *t 


Hinc S?(cof.PMA—cof.P'M’M) 4 * ^ (cof.P^VM-cof.BA^ 4 ) = o 




+■ ^(«+4 c +*•') 


Ideoque 


cof.PMA— cof.P'M cof.P M'M—cof.B'A'M' 


b-\-^c-\-c c + ^c -f -b' 

Hinc axe BB' divifo in partes quotcunque aequales, quarum quaelibet fit Hg.6r- 
&x; & pofita SP=x: erit pro vertice quolibet M, duos inter 'M, M' fito, 


cof. PJY 1 *M—cof.P 'M 'M 


quantitas conflans; quare etiam 


cof.PM 'M—cof.P M 'M 


atque ejus limes eft‘quaedam conftans, nempe = C: ac proinde diffi- 

Cdav 

cultas curvam propofitam determinandi pendet ab imperfeftione calcuii inte- 
gralis. 

i y 

Eadem difficultas fe offert: ji, data perimetro, fuerit — = Fx x <py; & 

dx 


debeat effe Z omnium maxima. Erit enim 


K <g)' 


=a C, feu 


_ldr vua 

-•• = CFxirvy cujus integratio in terminis finitis defideratur. 

0 3 J ■> 

§. 215. Quodfi figurae, five re&ilineae, five curvilineae, ad punctum ali¬ 
quod referuntur; modus procedendi non erit multum diverfus. 

Sit 5 focus, ad quem figura refertur per radios veftores SA , SM, SAl\ Fig.64. 
SM\ .. Data perimetro AMM 'jkfiW".. . figura SAMMM n M* ... de¬ 
beat efle omnium maxima. Sint anguli -ASM, MSM', MSM\ M <SJ\^ . . . 
invicem aequales, qui dicantur ct. 

Erit z + *' + *" 4- z" 4- s ,v + . . . = dato 
fin.a(rtr4ry'+ry'+ry"ffyy v 4. . . = maximo. 

TT . r* ds , ds' cU" , d z', d* ,v , 

ftnc fit dv + dT + E + dU + ST + • ■ • - 0 



feu - 1 (crf.SMJ-co(.(*+SM'lUti 
di; 

dV , = o 

QV 

+ VjL(coUl : ‘M'— cof.(*+sif' y ^")) 

dt> 

• 4 * - • 

Item ^(«+i/')+^-(y+y , )+^(i/'+y')+^(i/V)+ ... = 6 

Omnibus igitur quantitatibus mutabilibus y>.y\ y", y\ y \ - . praeter duas, 
pofitis conflantibus, fit = c^.SM ^ co^+S^Q 

r «+y y+y 

cof cot( a+SMM") 

y+9 

_ coLSM"M - cottz+SM"M') 

— — — w , m ^ 

' y +y 


Quare pro vertice quovis M, duos inter 'M, JM' jacente, fit 
C0 I"? — co f(A*+.SAf M) q uant |j as conflas; proinde & limes qu 

**(.y+y) 


r quantitas conflans: proinde & limes quantitatis 

**(.y+y) 

m+ 2 (p:y_y t 

hujus duplae conflans eft, nempe - 3 -^£1= i ■ cui aequationi fa- 

(S) 

tisfacit circumferentia circuli (§. iq6.)- 


§. 216 . Generatim fit z 4- *’ 4- *" 4- Z 4- z" 4- * . . = dato 

<W+W + <Py" + $jf+ <p/ v + • •. “ maximo. 

Fit co ^SM_M--cor.(fl 84 -S M M) _ q. & limes hujus quantitatis, nempe 

Ci*®?-*» . . „ 

"«£>■ ' W 

Proinde radius curvaturae eft in ratione diretta radii ve&oris, & inverfa fun- 

Bionis 7 ry- §. 217. 


3 H 

§. 217. Curva referatur ad aliquem axem per coordinatas re&ilineas; de 
proponantur duae aequationes 

zFy + zFy%zFy"+* 1 fy*+z'Fy''+ ... = dato 
< x>y * 4 " tyy "I - tyy " 4 * (fy * 4 " tyy * 4 “ • • • maxim#. 

Pofito = fyty- r 
dx dv’ 

erit ^L(z;fy + FycolPM'M—Fy'cot.P'M'M) 

+ d 'i. Qz'fy’+Fy'coC.P'M'M—Fy"co{.P"M ‘M’) 

dv = o 

+ (/fy + Fy’coLP"M"M'^-Fy m coL P"M "M ‘) 

+ fj| (z“fy“+ /y'cof. P"M 'M Fr'cof. P"M"M') 

+ “ 

Et fimul + ^L,7Ty+^- ,iry+^L'7ry +«•• = • 

dv J dv dv dv 

Hinc f it ^+^cor.P M < M~Er , P f M , M = c 

71 y 


P ' v >&x /v, , Ax J d 2 JFy A * 3 VFy. 

Atqui Fy =Fy + -fy+ ~ -J_- + + • • • • 


Quare 


* fy-\-Fy(cot. PM'M-cof.P 'M'M)-/z/^cof.P'M~^cof.P'M‘M-*. 


7Ty 


”7 

Quare & limes hujus quantitatis eft quantitas conftans: unde fit 
dd y 

t r, da: a — 

fy-M — Fy^izy ~ c *y 


dx 

da: 


r da: 

dx 

d y ddy 
dx‘dx* 


* ©• 

Fy-i 

= 

C'+C<Py 

dx 


C' 4- C(py 

dx 


dz 


Fy 


Ss Z 


tegralem redit. 


Fig.61. 


Sit 


3 2 4 


Sit nempe Z funclio aliqua communis ejusmodi, ut — = — Fy; 

dx d* 

et fit Z alia quaedam fun&io talis, ut — = <py: 

d* 

Funfrio Z' fit omnium maxima, quando ~ 

. dz Fy 

Exemplum primum . Superficies folidi rotatione curva? alicujus circa axem 
BB' geniti detur magnitudine; & area curvae genitricis debeat efie omnium 
maxima. 

i?. = «~ 

dx yj - 


Erit : hinc ; q Uae e ft aquatio ad lineam reftam 

—— = y y cafu, quo C' = o. 

Exemplum fecundum. Superficies folidi rotatione curvae alicujus circa axem 
BB' geniti detur magnitudine; & capacitas folidi debeat efie omnium maxima. 
dZ dI» 

Erit ■; quae eft> aequatio ad circumferentiam cir- 

dZ dz y 

§— = yy * 

dx 


culi cafu, quo C‘ = o. 


§. 218- Problema. Inter figuras ejusdem perimetri eam determinare, 
cujus centrum gravitatis fit omnium maxime deprelfum refpeftu alicujus reftae 
axi ejus perpendicularis. 

Itaque eft z + z + z" + z + **+ . . . = dato 

3 M _ n^b^+yCb+V+^+y X C +4 C '+0+/(* '4^+0^ V+4* W +0 + • • • 

-— - --"j- ^ - ,, -fy-- ■ ' ■ ■ ■ ' — — llldAi 

s a + 2y + 2 ij + 2y + zy + zy + ... . 

n . dz , dz , ds’ i i dz"’ , __ 

Unde + + ^ + + 

S (%( b M'+‘}+^(.‘+v‘+ 0 +^‘'+V+O+^(. c ’+ 4 *'+ O + .••• 

.= + V , dy” , djf "\ 

^d" di> + d» + du + ’ ' ’ V 


Hinc 
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Hinc %L(co{.PHM-co(.P'M'M) 

+ ^ (cof. Vm 'M- co[. P"M 'M ') 
+ ^-(.co(.P'M"M'-coLP"M“M") 

ClV ' 

+ ^-(cof .P~JU"M - cof 
4- ----- - 

Igitur cof,PIVI ,JVT ~ 1 cof-P 'M *M __ c 


S{'t+4t+c')-bM 

cof.PM 'M — cof.P M M 

pariterque lim. 


Ax 


S(‘x+4x+x')—6NL 

unde ^ = CQSxx-Mx-C'). 
cU 


= C; feu _J£i = C(Sx-M-): 

<£)* 


Hoc exemplo ad curvam translato, fit = xu, —-u- & nti- 

dac d* d* J ’ “• r u 


dx dx' dx * /7 dx 
d dy 

fita Z magnitudine data, ~ fit omnium maxima, quando 


C£)\sx-JU) 
M 


— C. 


Eodem modo tra&ari poflunt aliae formulae, quibus fit = maxima, 
dM „ $ 

jr* = Fx 'W 

pofitis f • Sed imperfetta calculi integralis conditio obftat, quo- 

~dx ~~ ^ y minus inde poflit determinatio curvae deduci. 

§.219. Problema. Magnitudine 'detur perimeter AMM'm M fed Fig.6r. 

centrum gravitatis ejus refpe&u alicuius re&ae axi BB' perpendicularis debeat 
efie omnium maxime depre/Tum. 

Eft ideo * -f 3 4- + z m 4- s ,v 4- . . . = dato 

*CH0+*'( f +tf , )Hr.a'(f , +O+*V+O+ • •. = maximo. 

—* 4. -4- " 

dv dy dy 

N ds" 


Hinc 


ds d« 
d^ + 37 + 


Ss 3 


+ .. . = o 
+ .... = o 


dy 
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du, 


(cof. PMA - pof p \m'm) 


~ ( (b+c) cof. PMA- (*+c)co{.p'm'm\ 


+^.(coie'MM-co(.PMM') +^-((c+*')cof;p'«'M-(cV)cof.pV^> 
+^ u {co[.p"MM-CoU m MM"y^a-, +^((tV)oof.pVM'-(c’+c")cof.pVAt') = o. 


du 

+ g--(cof V M M- cof P MM ') -£ ^((**+*'“)cof P"'MM-(f-j-c' v jcof 

+ .+ - . - 

Omnes quantitates mutabiles y, y\ y \ y m , y \ . . fiant fimul conftantes, 
duabus exceptis: erit pro vertice quolibet.M, duos inter 'M, M* fito, 
cof PM 'M—cof P 'M 'M _ „ 

qUantltaS C ° ntonS ab ** P Cndens > feu 

cof. PM 'M—cof. P 'M ‘M „ 

2*(cof.PM 'M—cof.P 'M 'M) -A*fcof.PM'M+cof.P 'jvfM) £ 1 uantltas con(bms: 
cof.PM‘M—cof.P 'M'M 

ClX 


promdc co f.PM 'M—cof.P 'M'M 


Ax 


-(cof.PM 'M+cof.P 'M 'M) sC 


tinde & limqs hujus quantitatis, nempe 

_ddy 

dx * 

ddy 


/dzN* ddy 

'dx' I TT . clx» 


'dx' I TT . dx» A, dx» T 

,nc ©” c ©' 

©• 


✓dz\3 d z 


/y-C 

Ay 

Az ~ C 

= cof PMT 

dz x-C 
dy __ 

dx = r'{{x-cy~Jc r c'y 


Hoc 


3*7 


dZ dz 
■*- =► -— 

Hoc exemplo ad curvam translato, eft d *, ^ 

d Z_ _ dz 

dx dx 


et pofita Z magnitudine data, Z' fit omnium maxima* quando ^ 
Exemplum hoc refertur ad curvam catenariam didam. 


x-C' 


§. 220. Exempla hadenus propofita fufficiunt, ut tirones videant, quo¬ 
modo quaeftiones illis fimiles, quas evolutae fuerunt, ad principia limiCum pof- 
fint reduci; & ut intelligant, methodos a mathematicis huic quaeftionum ge¬ 
neri folvendo applicatas 'fpedari debere tanquam compendia, folutioni brevius 
confequendae apta. Quoniam autem methodi hae admodum funt generales, & 
iis quoque fundionibus applicantur, quae exponentes differentiales altiorum or¬ 
dinum involvunt; quaedam adhuc exempla facillima explicabo, quse fecundi al- 
tiorumve ordinum exponentes attingunt. 


sit df = (axO"; & 5 U3Efatur funft io Z talis, ut fit omnium maxima. 
Quoniam = lim.0; 


fiat Z' = (y-zy+yy 


+ C y-2y'+y") n 


+ (y-iy+iY 


+ (/- uf+y' y ) n 


+ - - - 

-f . 

+ - - - 

.. 


Hinc omnibus quantitatibus mutabilibus 'y, y , y ', y , t j\ y\ . . f imul 

conflantibus, una excepta; fit pro quantitate quacunque mutabili y , inter quan¬ 
titates 'y, y' media, (y^y^yy~ l - 2 {y-iy^y^ l ^[y'. 2 y \ y y-i = Q 


Fiant 


Fiant ($r— iy +y') n " 1 = 'Q 

(z/—2y'-fy n ) n “ I = Q: erit A"Q = o; unde o, & quantitatis hujus 

(2 — V + y ") 11 ” 1 = Q ' 

limes, nempe ^S = o: unde ^§=sC N “ I ; Q=C' N -*-fCN-ix = (j ~0 ’ & 

^ = (C'N+CN-1*)"' 1 ; ^ = C + B ^(C , W.v)^ 
d** dx » 

2n-i 

« = (C'«+CN-I 

» 2»-I 

Proinde pofito , fit Z omnium maximum, fi fuerit 

y - c- fr* 4 -—. ” — C C'N4-N-iC^)^T 
« 2»-i 

Eodem modo, fi fit *jj- = QjfiQ": erit 

3 n ~l 

y = jff+fC r '* r “ J,pa J n ~ l * 

n 2«-i 3«-i 

Unde lex manifefta eft pro quolibet exponente differentiali. 


Caput vicesimum; primum. 

Delineatio fucchifta applicationis calculi differentialis et integralis 
ad phyficam. 


§• 221. 

J-Jucusque nonnifi objefta ad mathefin puram fpe&antia traftavi. Quare ab 
rigore demonftrandi, quem ea admittit atque exigit, deflettere non debui. 
Speciatim non licuit figuras curvilineas confiderare tanquam reftilineas, qui¬ 
cunque harum fit numerus .laterum; nec folida fuperficiebus curvis terminata 
tanquam polyhedra, utcunque magno hedrarum numero contineantur. Univer- 
fim ab magnitudinibus limitum capacibus ad ipfos hos limites transire non li¬ 
cuit, nifi quoad tranfitus hic propofitionibus eum firmantibus muniebatur; cujus- 
modi tum pafiim, tum Capite praefertim primo ftabilire annixus fum. 


§. 222. 
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§. 222. Rigorem hunc in mathefi pura omnino neceflarium, atque unum 
ex propriis ipfius charafteribus conftituentem, applicationes ejus ad objefta, 
quorum cognitio ab fenfuum teftimonio pendet (five ad artes pertineant, five 
ad fcientias), non folum non exigunt; fed & affe&ationem illius ut fupervaca- 
neam, quin faepe noxiam refpuunt. (a) Certitudo mathematica ab conftitutione 
organorum noftrorum independens debet efie abfoluta: cognitioni noftrae phy- 
ficae, ah indole fenfuum noftrorum pendenti, femper aliquid labis adhaerebit ab 
imperfeftione organorum noftrorum, utcunque exercitatorum, & quacunque 
arte adjutorum. Translationem abftraclionum mathematicarum ad fcientias 
phyficas harum progrefiui officere poffe experientia teftatur: quod comproban¬ 
tium exemplorum pauca exftantiora recenfebo. 

Quoad obje&orum tantum terreftrium & lunae diftantiae ad indagandam 
velocitatem lucis fuppetebant; determinari haud potuit tempus, quo lux da¬ 
tum fpatium emetitur. Unde judicio praecipiti illatum fuit, lucem fpatio cui¬ 
cunque emetiendo nullum impendere tempus; velocitas ejus pronunciata fuit 
infinita: explicationes fa&i hujus nullo vellicati dubio traditae fuerunt; quibus 
etiamnum adftipulaturi eflemus, nifi obfervationes in corporibus longe remotio¬ 
ribus inftitutae falfum efle, quod explicandum fumebatur, docuiffent. 

Ex apparente direftionum gravium parum invicem diftantium parallelismo 
fuperficies telluris diu plana fuit judicata: ad rotunditatem terrae ftabiliendam 
alius generis obfervationibus opus fuit, quae philofophorum oculos ferius demum 
perculerunt. 

Ex fenfibili ponderum corporum ad diftantias parum diverfas a fuperficie 
telluris aequalitate diu inferri confuevit aequalitas attionis caufae gravitatis: 
donec phyfica exa&ior teftimonii fenfuum aeftimatione accuratiori & difcuffione 
phaenomenorum immediate illis haud obviorum opinionem hanc delevit. 

Alia 

(a) Animadverfiones in applicationem mathefeos ad phyficam Capite hoc traditae, pariter 
ac dedu&iones expofitae Capite XII. DHTertationis meae: Expofition des principes 
des calculs fuperieurs , conformes funt doftrinis, quas ex ore Dni. Le Sage haufi. 
quo tempore ftudia mea philofophica & matliematica affe&u paterno regebat. Vid. DiiT. 
cit. Nota p. aio. 

T t 
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Alia afferre poffem exempla errorum, in quos praecipites ab phaenomenis 
ad caufas ipforum conclufiones induxerunt; & qui ab fiinili judicii praecipitan¬ 
tia-cavere monent. 

§. 223. Per totum hunc librum oftenfa infinite parvorum, quae vocantur, 
mathematicorum inutilitate; & quibusdam locis, repugnantia conceptus ipfo¬ 
rum: diverfam ab ea, quod ad objetta phyfica, fententianTcum Dno. Le Sage 
profiteor. In fcientiis ad haec applicatis pro nihilo habemus, quod fenfus no- 
ffros quacunque adjutos arte effugit: & explicatio phaenomenorum naturae, 
conformitatem eorum non rigorofam quidem cum legibus arbitrariis inde dedu- 
ftis , fed eousque accuratam, quousque obfervationum noftrarum a^ifincL per¬ 
tingit, oflendens, hoc refpettu fatisfacere propofito cenfenda eft. (6) 

§. 224. Principio hoc admiffo, Dn. Le Sage omnino convellit objeftiones 
mechanicae phaenomeni naturae latifiime patentis, gravitatis univerfalis, expli¬ 
cationi adverfas; adhibitis (juxta analyfin aeque ingeniofam ac folidam) cor - 

pufcu- 

(6) Quo tempore infinite parva tanqnam bafis necefiaria calculorum fuperiorum fpettaban- 
tur: Dn. Lf. Sage ufum eorum in mathefi pura ab contradiftionibus, quas impli¬ 
cat , tueri fatagebat conceptu fequenti: quem deinde ad eam nonnifi fenfu indi¬ 
recto vel devio & explicatu prolixo applicari pofle agnovit; ac quem ipfiusmet ver¬ 
bis, 14 Julii 1786» ad me perferiptis, uti in Differtatione mea priore pag. an. ex¬ 
ponam : 

„ Mon but dans cette ancienne recherche etoit d’afligner une bonne fois aux infi- 
„ niment petits de tout genre & de tout ordre une conftitution, qui me permit en- 
„fuite & toujours de les traiter liardiment comme des quantites determinees, finies, 
„ mais negligibles; & qui fut applicable aux etres reels, comme aux etres hypothe- 
„ tiques. 

,, Pour cet effet je fubftituai aux quantites moindres qu’aucune aflignee , & a cel- 

„les qu’on pourroit pretendre etre moindres qn’aucune aflignable, des quantites moin- 
„ dres qu’ancune, qu’on afilgnera reellement jamais; ou plutot des parcelles, qn»on 
„peut negliger relativement a leur tout, fans aucune erreur qui devienne jamais r^el- 
„lemeot fenfible.. 

„ Effedtivement de telles quantites font vraiment determinees ; puisque toute ap- 
91 plication, qu’on fera reellement jamais, de quelque propofition que ce foit, eft de- 
terminee en foi, quoique aftuellement inconnue: vu que tous les futurs contingens 
„font determines, n’y eot-il meme aucun etre qui les previt, ni aucun nexus entre 
„ees futurs-la & le prefent. 


3*1 

pufculis, quce Intervallis relate ad dimenfones ipforum admodum magnis invicem dijlent, 
& quaqnaverfus (e) fecundum lineas reffas celeritate pr ce grandi moveantur. 

Dn. Le Sage aftionis fluidi hujus confequentias mathematicas accurate 
evolvit, & confenfum earum cum phaenomenis gravitatis oftendit. Meditatio¬ 
nes ipfius de arduo hoc phyficse generalis objeao minus adhuc notae funt. Stu¬ 
dio, qua poliunt, perfeftione redaaas publico exponendi, fcripta fua divulgare 
non feftinavit: nec nifi primas fyftematis fui lineas in Diflertatione. infcripta 
EJfai de chymie mecanique , quam Academia Rhotomagenfis anno 1758. praemio 
ornavit, ac nuper in Lucretio Newtoniano , Commentariis Academiae Berolinenfis 
anni 1782. inferto, expofuit. Ambitus ejus opera nonnullorum ipfius amico¬ 
rum quodammodo innotuit: quos infer Dni. De Luc in variis fuis fcriptis, iis 
nominatim, quae fub titulo: Ide es fur la Meteorologie , Lettres d la Reine a?Angle- 
terre t Lettres d Mr. de la Metherie, edidit; & Dni. Prevost in libro inlcripto 
Orione des fortes magnetiques. (d) Grato in agnatum hunc pie devenerandum, 
cujus curae quicquid in me eft doftrinae debeo, affeftu motus, cum feptennio 
abhinc ex Polonia reverterer, fummopere optavi exiguum ejus documentum 
jpfi exhibere opera mea qualicunque ad manufcriptorum ipfius multiplicium edi- 
ditionem promovendam. Quo jucundior mihi fuit, quam diu animo fovi, fpes 
hoc voto potiundi, eo magis irritam ab me conceptam fuifte dolui. 

Tt 2 §. 225. 

(c) Haec quoque expreflio phyfice eft intelligenda. Quod innuo difficultatis folvendae 
gratia, nuper ab illuftri Mathematico motae, & uberius ab Dno. Wilckeks expolitae, 
contra'pag. 71 fq. Diflertationis: Effai de chymie. mecanique-, ubi difpofitiones qua- 
dratifovmes punctorum in fuperficie fphaerae rigorofo fenfu mathematico accipi non de¬ 
bent Qui primus naevum doftrinae Elementorum Euclidis de angulis folidis ammad- 
vertit geometra CHiJi. de 1'Acad. royal. des Sc. 1756. Bermanni Commentatio de 
angulis folidis') ; poteratne in gravem incidere errorem , quem commillUet, ll expret¬ 
am.,. ipfius ad difcuflionem phyficam pertinentes mathematice eflent interpretandae ? 
(Vid. Wilckens Auffdzc mathemat. Inhalts. Gott. 1790. Kd/tners geomctr, Ah- 
handl. Gott. 179 1 *) 

(d} Dn. Le Sage non folum arduum gravitatis univerfalis phaenomenon per aftionem im¬ 
mediatam corpufculorum fupra indicatorum explicat: fed eadem quoque mediatam ple- 
rorumque phaenomenorum Daturae generalium caufam effe oftendit, quatenus attivita- 
fuam iplis debeant fluida elaftica, pfer quae phaenomena illa poffunt explicari. 
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225. Conceptus a&ionis discontiuuae fluidi gravifici, phyfico fua fe 
luculentia commendans, faepe etiam mathematico commodus eft. Theoriae flui¬ 
dorum continuorum, elafticorum pariter ac non elafticorum, admodum imper- 
feftae adhuc funt, quamvis fummi hujus & fuperioris feculi mathematici fua 
illis ftudia impenderint; & quas a priori ftabilire quidam aggrefli funt, expe¬ 
rientia evertit. Confcquentias principiorum, quae pro bafibus fumuntur, perfe- 
qui exercitatiffimis tantum calculatoribus datur. Alia eft ratio theoriae fluido¬ 
rum difcretorum. Principia ejus funt indubitata; & confequentiae deductu fa¬ 
ciles;, quod calculi Dni. Le Sage comprobant, qui ne primas quidem calculo¬ 
rum fuperioruni notiones exigunt. 

§. 226. Ex. gr. Galilei lex accelerationis gravium (phyfice intellefta) im¬ 
mediate ex actione fluidi ejusmodi confequitur. Cum incrementum velocitatis 
gravium debeatur fluido, tempufculis aequalibus per impulfus aequales agenti: 
celeritas, quam gravia tempore fenfibili acquirunt, numero harum impulfio- 
num; proinde tempori proportionalis eft, quo corpora illas funt experta. Im- 
medite igitur confequitur, efTe v \si t. 

Hinc fpatia tempufculis aequalibus fucceftivis percurfa, utpote celeritatibus 
acquifitis proportionalia, pariter crefcunt uti tempora, proinde uti numeri na¬ 
turales ; & fpatia inde ab initio motus percurfa crefcunt uti numeri triangula¬ 
res numerorum momentorum illorum temporis. Sed numerorum triangula¬ 
rium ratio eo propius accedit ad rationem numerorum quadratorum correfpon- 
dentium, quo majores funt numeri, qui ipforum funt radices (§. 20.). Itaque 
fpatia percurfa eo accuratius proportionalia funt quadratis temporum elapforum, 
quo plura quodvis tempus fenfibile continet tempufcula, duobus caufae motricis 
impulfibus immediate fefe confequentibus interjefta. 

§. 227. Optabile fine dubio foret, ut mathematicis femper liceret eadem 
facilitate confequentias principii aflumti deducere. Magis autem affueti expo¬ 
nentibus di {ferentia 1 ibus ^ == v, ^.=p y aliisque fimilibus; quam expreffioni- 
at cl/ 

bus per differentias finitas, quae illis refpondent: priores tra&are expreftiones, 
quam pofteriores, magis fere (in inveftigationibus praefertim prolixis ac diffici¬ 
liori- 


Moribus) commodum ducunt; ideoque eas alteris fubftituunt, quibus propofi- 
tum facilius confequuntur. Qua quidem fubftitutione uti ipfis licet: dummodo 
rationis, qua dufti eam ufurpant, non oblivifcantur; neque exigant, ut, quas 
inde neftunt, confequentiae abfoluto ac mathematico rigore verae effe cenfeantur. 
Ex aequatione v = f, vel potius v = gt (pofifa g celeritate, quam corpus 

acquirit tempore pro unitate fumto, ex. gr. uno minuto fecundo) coafequitur 
dz; 

Tt “ 


Cum autem fit 


9 di 2 d t 6 


Porro cum fit , = g; 

d / 

& » = : 

fequitur rf = & «£ = * 

Hinc', ob g conflantem, fit \v* = gs; v = Y'2gs. 

Sed v = gt. Ergo gt = & t = V'—. 

, & 

§. 228. Formula diflerentialis ~ = g pariter applicatur ad cafum, quo 
g variabilis eft; & qui, phyfice intelleftus, fupponit tempus lapfus in partes 
adeo exiguas dividi, ut, durante qualibet earum, aftio caufa: corpus impellen¬ 
tis fit uniformis. 

Exemplum primum . Qravitas variet uti diftantia a centro. 

Sit n diftantia ab centro, a qua inde coTpus delabitur; 

g aftio gravitatis ad hanc diftantiam. 

Corpore delapfo per fpatium s, gravitas ad diftantiam a —*j erit g X— 

Igitur — = gx_ 


Erg° l ' d £ = fi x - 


= C + gx: 
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Sed v evanefcit, quando / == o. Proinde C = o; u* = gX - a — 

a 

Sit s = a; erit v 2 = ag. Sed gravitate pofita uniformi, erat v 2 = 2ag 
(§• 227.) Quadratum igitur celeritatis acquifitae per attionem gravitatis con¬ 
flantis duplum eft quadrati celeritatis acquifitae per a&ionem gravitatis variabi¬ 
lis juxta legem propofitam. 

Porro ~ = -1 = V'- x —— -; unde t=Y'— (C— arc.fin.—) 

ds v g 'iT^as-s 2 ')’ g K a ' 

Sed t=o, dum / = o. Ergo C=arc.fin. i=p; 

t = Y^-Cp - arc.fin.—) — Y' a - x arc.cofin,—. 
g K a ' g a 

Sit s = a; erit t = Y*— x p. Et cum fit g m a: eft t co p; feu tempus 

lapfus ad centrum usque conftans eft, quodcunque fit fpatium percurrendum: 

quod principium eft ifoclironismi in cycloide. 

Exemplum fecundum. Gravitas fit in ratione inverfa quadrati diftantiae. 

Erit ^ = gx—?!_ 
d t 6 (a-O* 

d* 1 

dx v 

Ideoque = gxf^; = C+gxf-. 

Sit 11 = 0, dum s=o: erit C=-g; ie*=e(— -a')=gx — 

K a-f ' a-s 

v =Y'zagxY'—=:Y'-XY'— 

0 a-x a a-s a 2 

Porro ^ =a 1 1 yv a ‘ s —_?_ f * a 1 ' a ' s ^ 

df V r sag t ~Y'*agir(as-,*') *) Y\cu-t a ) / 

Unde / == *—(|flXarc.fm.verf. r / -+^(^-J 5 ) + 0 

Y2ag K2 ja 

Sit /=o, dum/=o: eritC=o; —(|axarc.fin.verf./-H-^a-/)). 

Y 2^g ‘ 


Sit x = a . Erit / = 


T^g^ = Y^-g %af - 

aVa * 3 


Atqui g = 4 Ergo t = "p p ; & t> = -p>. 

Y 2 2 


Obfer - 
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Obfervatio• Cum exprefliones temporis t & celeritatis v imaginariae fiant 
pro s > a; docemur, motum ultra centrum gravitationis locum habere non 
pofle. 

Sit / = erit v = Y"i. quod eft fignum impofTibili- 

tatis (Cap. IX.): ideoque corpus non folum ultra centrum gravitationis pro¬ 
gredi nequit; fed ne ad centrum quidem usque poteft pervenire. Quod geo¬ 
metrice oftendi poteft modo fequente. 


Cum fit v- 


a a-s a\a-s s a-s a a-s y 


Defcripta igitur curva hyperbolica, cujus centrum fit centrum gravitationis, 
& cujus abfciftae ab centro inde in afymptoto alterutra fumfce fint fpatia per- 

2ab 3 r Jr 

currenda, cujus denique aequatio fit y 3 + b 2 =-; quadrata celeritatum, 

X 

nu&a quantitate data, proportionalia erunt quadratis ordinatarum: pariterque 
ac ordinatae nullum habent limitem magnitudinis, nec celeritas limitem magni¬ 
tudinis habet ; atque uti nullum eft hyperbolae punftum, cui ordinata refpon- 
deat occurrens axi abfciflarum in centro; ita nec celeritas ulla eft, quae refpon- 
deat fuppofitioni, quod corpus ad centrum usque poflit pervenire: proinde fup- 
pofitio haec impoftibilis eft. 


Cafus hic plures occupavit mathematicos; quorum nonnulli valde para¬ 
doxa de eo ftatuerunt. Exemplum, mea quidem fententia, is praebet abufus 
abftraftionum mathematicarum, obje&is applicatarum realibus, cum quibus 
confiftere nequeunt. 


Gravitatio, quam corpus fphaericum exercet, fequitur rationem inverfam 
duplicatam diftantiae ab centro corporis hujus, quoad corpus gravitans extra 
illud fitum eft. Pofito autem, corpus gravitans pofte (per fi&ionem aliquam 
admiflibilem) intra illud pervenire: tum lex gravitationis eadem, quse prius, 
non fubfiftit; fed gravitatio variatur in ratione fimplici diftantise a centro 
juxta hanc vero legem corpus ad centrum usque delabitur, & velocitatem de- 


termi- 
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terminatam acquirit: tum ultra centrum progreditur motu retardato fimili ra¬ 
tione , qua acceftiis ipfius ad centrum fuerat acceleratus. Confiderationes igi¬ 
tur phyficae fententiam hoc cafu confirmant, quam de fignificatione fymboli £ 
fcapite IX. profeflus fum. Conf. Difs. Dn. Le Sage inferta Diario Journal de 
yhyfiqne de VAbbe Rozier. Janvier 1776. 

Formulas praecedentes applicantur ad motus juxta legem quamcunque da¬ 
tam variatos; nominatim ad motus corporum in mediis refiftentibus. Sed Cco- 
pus praefentis feriptionis applicationes has perfequi prohibet. Quare ad motus 
compofitos progredior. 

§. 229. Repleri celeberrima lex arearum infigne praebet exemplum faci¬ 
litatis, quam inveftigationibus pliyfico- mathematicis conciliat fuppofitio aftio- 
nis non continuae caufae motricis. Quippe juxta eam demonftratio legis hujus 
nonnifi fnnpliciflimas requirit geometriae elementaris propofitiones, eas nimi¬ 
rum, quibus nititur aequalitas triangulorum aequealtorum fuper eadem bafi. 
Re etiam ipfa omnes fere au&ores, praeeunte Newtono, eam juxta hanc fup- 
pofitionem explicant; quicquid ceterum de conformitate fuppofiti hujus cum na¬ 
tura rei fentiant: & tum adfemitas curvilineas applicant, quod in reclilineis 
locum habet, utcunque exigua fint latera ipfarum. 

Demonftratio curvis ipfis immediate applicata aeque facilis non eft. Com¬ 
parationis duarum methodorum inftituendae gratia pofteriorem tradam eo fere 
modo, quo ipfam expofuit cel. de la Place in Theorie, fua motus planetarum. 

Sit 5 focus gravitationis; SM radius veftor, feu diftantia, = r; M corpus 
gravitans; & gravitas fit cuicunque diftantiae SM funftioni = <pr proportionalis. 

Per focum S agantur duae quaecunque re&ae SP , £Q, invicem normales; 
ad quas referatur motus corporis M. Sint jwp= SQ=* MQ = y. 

Aelio gravitatis fecundum directionem MQe rit (prxL; fecundum direftio- 
nem SQ, <prx~: & celeritates planetae juxta has direttiones refpettive erunt 

Exponentes differentiales celeritatum harum, qui viribus <pr x ^ , 

<prxi proportionales funt, refpeftive erunt Unde duae confequun- 

r r d t z dt* 

tur 
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tur aequationes: 

^=<prx y - Hinc ,xf^-*rx 2 

dt 2 r d t 2 r r 

d 2 * .V w d 2 * w xu 

d7T = ^x- r * X dF = * rx T 

Ergo*x^-*x^f = o 
& dt 3 dt 3 

et *x^-j,X^ = C. 

d/ * d/ 

Sit angulus MSQ = z. Erunt y = rfin.z; ^ = rcof.z^* 

xrsrcof.s; ^ = -rfin.s^ 

* d/ d t 

= r 3 cof. 3 4 ? + r 3 fm. 3 2j5 = r 3 ^ = C. 
d / J dt d« At At 

(\S 

Pofita autem area curvae, quam verrit radius ve&or, =5, eft (§*i°4) 


Quare etiam ^ = C 

dt 2 d t 

ideoque S = C' + Ct. 

Proinde fi S evanefcit, quando t = o: fit S = Ct; feu area S eft tempori 
proportionalis. 

§. 230. Ex lege hac immediate duo corollaria fequentia fluunt: 
i°. Celeritas mobilis eft in ratione inverfa perpendiculi, quod ab foco in 
direftionem corporis demittitur; proinde in curva velocitas eft in ratione inverfa 
produfti ejr vadio veftore ac finu anguli, quem radius ve&or cum tangente cur- 

rCrr + CT) 

vae comprehendit. Ideoque expreflio velocitatis eft —-——- (§. 49.) 

2 0 . Celeritas angularis mobilis, relata ad focum gravitationis, fequitur 
rationem inverfam duplicatam radii veftoris. 

Uu §. 231. 




33$ 


§. 231. In gratiam phy ficorum, quibus calculi fuperiores & theoria cur¬ 
varum minus funt familiares, Dn. Lk Sage confequentias attionis haud conti- 
tinuae caufae gravitationis & motus corporum in orbitis reftilineis perfequi fate- 
git; ac fpeciatim in polygonis regularibus theoremata Hugenii ad vires centra¬ 
les in circulo pertinentia demonftravit. 


Cum in omni curva vis centralis refpondens tempori, quo mobile arcum 
aliquem curvae percurrit, fit in ratione compofita ex direfta fimplice fegmenti 
radii vettoris ad unum arcus hujus extremum dutti, quod arcui huic & tan¬ 
genti per alterum arcus extremum duttae interjacet, & ex inverfa ratione du¬ 
plicata temporis ad arcum percurrendum impenfi: data curvae, quam mobile 
defcribit, aequatione ad focum gravitationis relata; ope formularum §§. 104. 

' 196. determinatur lex gravitationis. 

Kg. 57- Nempe pofita vi centrali = g; eft g = lim.-^^ 

Atqui lim.^ = ^ <§. 104.) 


Igitur 

Exemplum. 

itaque 


^ X d 3* 


i* t . I/”dr \ 2 I 

ac lim.— t- ) _ _ 

Az 2 2 A dzs 1.2 

Sit r = quae eft aequatio focalis ellipfis; 

dr ^ bbe fin.s _ *fin.2^ 

ds — (a-fecof.s)* bb 

ddr_ e cof.« , a*fin.aylr _ ecot.z ,aeefm. a z * 

d bb ^ bb dz bb T ~ 


Sed er cof.3 = bb — ar. 

E, s . «-^(,-^ix-JxJL. 


Pro- 
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Proinde in diverfis ejusdem eilipfis punftis gravitatio fequitur rationem inver- 
fam duplicatam diftantiae ab foco. 

Eodem modo demonftratur, eandem legem in ceteris feftionibus conicis 
obtinere. 

ViciJJim , data lege gravitationis, ex aequatione 

£ “ deducitur natura curvae defcriptae (quoad 

limites perfeftionis calculi integralis concedunt). 

Ex. gr. gravitate fequente rationem inverfam duplicatam diftantiae, curva 
invenitur elfe fe&io aliqua conica; quae determinatur per angulum proje&ionis, 
& per rationem, quam celeritas proje&ionis habet ad eam, qua fieret, ut mo¬ 
bile circulum ad eandem diftantiam defcriberet. 

Verum haec fufius deducere ab fcopo libri hujus eft alienum. 
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